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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Uber den Begriff “Stochastik”

Wahrscheinlichkeitsrechnung ist eine Teildisziplin von Stochastik. Dabei kommt
das Wort “Stochastik” aus dem Griechischen orwyaoTikn- “die Kunst des
Vermutens”  (von  orwyw{ -  “Vermutung, Ahnung, Ziel”).
Dieser Begriff wurde von Jacob Bernoulli in seinem
Buch “Ars conjectandi” gepragt (1713), in dem das ers-
te Gesetz der groflen Zahlen bewiesen wurde.
Stochastik beschéaftigt sich mit den Auspridgungen und
quantitativen Merkmalen von Zufall. Aber was ist Zu-
fall? Gibt es Zufélle iberhaupt? Das ist eine philosophi-
sche Frage, auf die jeder seine eigene Antwort suchen
muss. Fiir die moderne Mathematik ist der Zufall eher
eine Arbeitshypothese, die viele Vorgédnge in der Na-
tur und in der Technik ausreichend gut zu beschreiben
scheint. Insbesondere kann der Zufall als eine Zusam-  Apbildung 1.1
menwirkung mehrerer Ursachen aufgefasst werden, die  jicob  Bernoulli
sich dem menschlichen Verstand entziehen (z.B. Brown- (1654-1705)

sche Bewegung). Andererseits gibt es Studienbereiche

(wie z.B. in der Quantenmechanik), in denen der Zufall eine essentielle Rolle
zu spielen scheint (die Unbestimmtheitsrelation von Heisenberg). Wir wer-
den die Existenz des Zufalls als eine wirkungsvolle Hypothese annehmen,
die fiir viele Bereiche des Lebens zufriedenstellende Antworten liefert.

Stochastik kann man in folgende Gebiete unterteilen:

» Wabhrscheinlichkeitsrechnung oder Wahrscheinlichkeitstheorie (Grund-
lagen)

o Statistik (Umgang mit den Daten)

o Stochastische Prozesse (Theorie zufélliger Zeitreihen und Felder)

1



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 2

o Simulation

Diese Vorlesung ist nur dem ersten Teil gewidmet.

1.2 Geschichtliche Entwicklung der Stochastik

1. Vorgeschichte:
Die Urspriinge der Wahrscheinlichkeitstheorie liegen im Dunklen
der alten Zeiten. Ihre Entwicklung ist in der ersten Phase
den Gliicksspielen zu verdanken. Die ersten Wiirfelspiele konnte
man in Altdgypten, I. Dynastie (ca. 3500 v. Chr.) nachweisen.
Auch spéter im klassischen Griechenland und im
romischen Reich waren solche Spiele Mode (Kaiser
August (63 v. Chr. -14 n. Chr.) und Claudius (10
v.Chr. - 54 n. Chr.).
Gleichzeitig gab es erste wahrscheinlichkeitstheo-
retische Uberlegungen in der Versicherung und im
Handel. Die alteste uns bekannte Form der Versi- Y. 7 7
cherungsvertrige stammt aus dem Babylon (ca. 4-3 y ’ M7
T. J. v.Chr., Vertrige iiber die Seetransporte von 44 /1M
Gitern). Die ersten Sterbetafeln in der Lebensver-
sicherung stammen von dem romischen Juristen Ul-
pian (220 v.Chr.). Die erste genau datierte Lebens-
versicherungspolice stammt aus dem Jahre 1347,
Genua.
Der erste Wissenschaftler, der sich mit diesen Aufgabenstellungen aus
der Sicht der Mathematik befasst hat, war G. Cardano, der Erfinder
der Cardan—Welle. In seinem Buch “Liber de ludo alea” sind zum ers-
ten Mal Kombinationen von Ereignissen beim Wiirfeln beschrieben,
die vorteilhaft fiir den Spieler sind. Er hat auch als erster die

Abbildung 1.2:
Gerolamo Cardano
(1501-1576)

Anzahl vorteilhafter Ereignisse

Anzahl aller Ereignisse

als Maf} fur Wahrscheinlichkeit entdeckt.

2. Klassische Wahrscheinlichkeiten (XVII-XVIII Jh.):

Diese Entwicklungsperiode beginnt mit dem Briefwechsel zwischen
Blaise Pascal und Pierre de Fermat. Sie diskutierten Probleme, die
von Chevalier de Méré (Antoine Gombaud (1607-1684)) gestellt wur-
den. Anbei ist eines seiner Probleme:

Was ist wahrscheinlicher: mindestens eine 6 bei 4 Wiirfen eines Wiir-
fels oder mindestens ein Paar (6,6) bei 24 Wirfen von 2 Wiirfeln zu
bekommen?
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A = {mind. eine 6 bei 4 Wiirfen eines Wiirfels}
B = {mind. (6,6) bei 24 Wiirfen von zwei Wiirfeln}

Die Antwort:

P(mind. eine 6 in 4 Wiirfen)

= P(A)=1— P(A) =1 — P(keine 6)
5 4 35 24
:1_<6) :0,516>0,491:1—(%)

=1- P(B) = P(B) = P(mind. 1 (6,6) in 24 Wiirfen von 2 Wiirfeln)

Abbildung 1.3: Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat (1601-1665) und
Christian Huygens (1629-1695)

Weitere Entwicklung:

1657 Christian Huygens “De Ratiociniis in Ludo Alea”
(Operationen mit Wahrscheinlichkeiten)

1713 Jacob Bernoulli “Ars Conjectandi” (Wahrscheinlich-
keit eines FEreignisses und Héaufigkeit seines Eintre-
tens)

3. Entwicklung analytischer Methoden (XVIII-XIX Jh.) von Abraham

de Moivre, Thomas Bayes (1702-1761), Pierre Simon de Laplace, Carl
Friedrich Gauf$, Simeon Denis Poisson (vgl. Abb. 1.4).
Entwicklung der Theorie beziiglich Beobachtungsfehlern und der Theo-
rie des SchieBens (Artilleriefeuer). Erste nicht—klassische Verteilungen
wie Binomial- und Normalverteilung (f(x) = v%e‘(%), z € R),
Poisson—Verteilung, zentraler Grenzwertsatz von De Moivre.
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St.—Petersburger Schule von Wahrscheinlichkeiten:
(P.L. Tschebyschew, A.A. Markow, A.M. Ljapunow)

— Einfithrung von Zufallsvariablen, Erwartungswerten, Wahrschein-
lichkeitsfunktionen, Markow—Ketten, abhéngigen Zufallsvariablen.

Abbildung 1.4: Abraham de Moivre (1667-1754), Pierre Simon de Laplace
(1749-1827) und Karl Friedrich Gaufl (1777-1855)

Abbildung 1.5: Simeon Denis Poisson (1781-1840), P. L. Tschebyschew
(1821-1894) und A. A. Markow (1856-1922)

4. Moderne Wahrscheinlichkeitstheorie (XX Jh.) David Hilbert, 8.8.1900,
1. Mathematischer Kongress in Paris, Problem Nr. 6:
Axiomatisierung von physikalischen Disziplinen, wie z.B. Wahrschein-
lichkeitstheorie.

R. v. Mises: frequentistischer Zugang: P(A) = nh_)rrolo
Antwort darauf: A.N. Kolmogorow fiihrt Axiome der Wahrscheinlich-
keitstheorie basierend auf der Mafi— und Integrationstheorie von Borel

und Lebesgue (1933) ein.

#A in n Versionen
n
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Abbildung 1.6: A. M. Ljapunow (1857-1918) und A. H. Kolmogorow (1903-
1987)

1.3 Typische Problemstellungen der Stochastik

| statistische Datenanalyse |—>| Modellbildung |

Vorhersage Simulation

1. Modellierung von Zufallsexperimenten, d.h. deren adédquate theoreti-
sche Beschreibung.

2. Bestimmung von

o Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
o Mittelwerten und Varianzen von Zufallsvariablen

e Verteilungsgesetzen von Zufallsvariablen
3. Néaherungsformel und Loésungen mit Hilfe von Grenzwertsitzen

4. Schatzung von Modellparametern in der Statistik, Priifung statisti-
scher Hypothesen
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Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeitstheorie befasst sich mit (im Prinzip unendlich oft) wie-
derholbaren Experimenten, in Folge derer ein Ereignis auftreten kann (oder
nicht). Solche Ereignisse werden “zuféllige Ereignisse” genannt. Sei A ein
solches Ereignis. Wenn n(A) die Héaufigkeit des Auftretens von A in n Ex-
perimenten ist, so hat man bemerkt, dass % — ¢ fiir grofie n (n — o).
Diese Konstante ¢ nennt man “Wahrscheinlichkeit von A” und bezeichnet
sie mit P(A).

Beispiel: n-maliger Minzwurf: (siche Abbildung 2.1) faire Miinze, d.h.

n(A) = n(A), A = {Kopf}, A= {Zahl}

‘Muenz‘wurf #

Abbildung 2.1: Relative Haufigkeit @ des Ereignisses “Kopf” beim n-—

maligen Miinzwurf
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Man kann leicht feststellen, dass w ~ 3 fiir groe n. = P(A) = 3.

Um dies zu verifizieren, hat Buffon in XVIII Jh. 4040 mal eine faire Miinze
geworfen, davon war 2048 mal Kopf, so dass # =0, 508.

Pierson hat es 24000 mal gemacht: es ergab n(A) = 12012 und somit
A ~ 0.5005.

In den Definitionen, die wir bald geben werden, soll diese empirische

Begriffsbildung P(A) = lim, 0 @ ihren Ausdruck finden. Zunéachst defi-

nieren wir, fiir welche Ereignisse A die Wahrscheinlichkeit P(A) iiberhaupt
eingefiihrt werden kann.

offene Fragen:

1. Was ist P(A)?

2. Fiir welche A ist P(A) definiert?

2.1 Ereignisse

Sei E ein Grundraum und €2 C F sei die Menge von Elementarereignissen
w (Grundmenge).

 kann als Menge der mdoglichen Versuchsergebnisse interpretiert werden.
Man nennt {2 manchmal auch Grundgesamtheit oder Stichprobenraum.

Definition 2.1.1 Eine Teilmenge A von Q (A C Q) wird Ereignis genannt.
Dabei ist {w} C Q ein Elementarereignis, das das Versuchsergebnis w dar-
stellt. Falls bei einem Versuch das Ergebnis w € A erzielt wurde, so sagen
wir, dass A eintritt.

Beispiel 2.1.1
1. Einmaliges Wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}, E =N

2. n-maliger Miinzwurf: Q = {(w1,...,wy) : w; € {0,1}}
1

0, sonst

falls ein “Kopf” im i—ten Wurf

Y

E:Nn,wi:{

Weiter werden wir E nicht mehr spezifizieren.



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITEN 8

Tabelle 2.1: Wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung von Mengenopera-
tionen

A=10 unmogliches Ereignis

A=0Q wahres Ereignis

ACB aus dem FEintreten von A folgt auch, dass B eintritt.

ANB=1 (disjunkte, unvereinbare Ereignisse): A und B kénnen
nicht gleichzeitig eintreten.

A=BuUC Mindestens eines der Ereignisse B und C tritt ein.

A=U" A Ereignis A = “Es tritt mindestens ein Ereignis A; ein”

A=BnC FEreignis A = “Es treten B und C gleichzeitig ein.”

A=nN"4; Ereignis A = “Es treten alle Ereignisse Aq,..., A,
ein”

A= A° Das Ereignis A tritt nicht ein.

A=B\C Ereignis A tritt genau dann ein, wenn B eintritt, aber
nicht C'

A= BAC Ereignis A tritt genau dann ein, wenn B oder C ein-

treten (nicht gleichzeitig!)

Anmerkung: A = BAC = (B\C) U (C\B) (symmetrische Differenz)

Definition 2.1.2 Ereignisse Aq, As, As, ... heiflen paarweise disjunkt oder
unvereinbar, wenn A;NA; =0 Vi#j

Beispiel 2.1.2 Zweimaliges Wiirfeln: Q = {(wi,w2) : w; € {1,...,6},

i=1,2},
A = “die Summe der Augenzahlen ist 6” = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}.
Die Ereignisse B = “Die Summe der Augenzahlen ist ungerade” und

C = {(3,5)} sind unvereinbar.

Oft sind nicht alle Teilmengen von €2 als Ereignisse sinnvoll. Deswegen be-
schrankt man sich auf ein Teilsystem von Ereignissen mit bestimmten Ei-
genschaften; und zwar soll dieses Teilsystem abgeschlossen beziiglich Men-
genoperationen sein.

Definition 2.1.3 Eine nicht leere Familie F von Ereignissen aus €2 heifit
Algebra, falls

. Ac F= AcF

2. ABe F—= AuBeF
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Beispiel 2.1.3 1. Die Potenzmenge P(£2) = (die Menge aller Teilmen-
gen von Q) ist eine Algebra.

2. Im Beispiel 2.1.2 ist F = {0, A, A, Q} eine Algebra. Dagegen ist F =
{0, A, B,C, Q} keine Algebra: z.B. AUC ¢ F.

Lemma 2.1.1 (FEigenschaften einer Algebra:) Sei F eine Algebra von Er-
eignissen aus 2. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. 0,QeF

2. ABe F= A\BeF

3. A, A e F= UL 1A e Fund N, A €F
Beweis

1. F# 0 = 3A € F = A € F nach Definition = AU A = Q € F;
h=QeF.

2. ABeF, A\B=ANnB=(AUB)c F.

3. Induktiver Beweis: -
n=2ABeF=ANB=(AUB)c F
n=k—n=k+1: N A= (NE A) N Apyr € F.

O]

Fir die Entwicklung einer gehaltvollen Theorie sind aber Algebren noch
zu allgemein. Manchmal ist es auch notwendig, unendliche Vereinigungen
U2, Ai oder unendliche Schnitte ()52, A; zu betrachten, um z.B. Grenz-
werte von Folgen von Ereignissen definieren zu konnen. Dazu fithrt man
FEreignissysteme ein, die o—-Algebren genannt werden:

Definition 2.1.4

1. Eine Algebra F heifit c—Algebra, falls aus Ay, As, ..., € F folgt, dass
P1A e F.
=14

2. Das Paar (2, F) heifit Messraum, falls F eine c—Algebra der Teilmen-
gen von § ist.

Beispiel 2.1.4 1. F =P(Q) ist eine o-Algebra.

2. Beispiel einer Algebra F, die keine o—Algebra ist:
Sei F die Klasse von Teilmengen aus 2 = R, die aus endlichen Vereini-
gungen von disjunkten Intervallen der Form (—oo, al, (b, c] und (d, co)
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a,b,c,d € R, besteht. Offensichtlich ist F eine Algebra. Dennoch ist

1
F keine o-Algebra, denn [b,c] = N5, (b — - cl ¢ F.

———
eF

2.2 Wahrscheinlichkeitsraume

Auf einem Messraum (£2, F) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch folgen-
de Aziome von Kolmogorow eingefiihrt:

Definition 2.2.1 1. Die Mengenfunktion P : F — [0,1] heiit Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf F, falls

(a) P(Q) =1 (Normiertheit)
(b) {An}2, C F, wobei A, paarweise disjunkt = P(U;>; A,) =
1 P(A4,) (c-Additivitat)

2. Das Tripel (2, F, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum.

3. VA € F heifit P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Bemerkung 2.2.1 1. Nachfolgend werden nur solche A C Q FEreignisse
genannt, die zu der ausgewahlten o—Algebra F von ) gehoren. Alle
anderen Teilmengen A C 2 sind demnach keine Ereignisse.

2. F kann nicht immer als P(Q2) gewahlt werden. Falls © endlich oder
abzahlbar ist, ist dies jedoch moglich. Dann kann P(A) auf (Q, P(£2))
als P(A) = Y ca P({w}) definiert werden (klassische Definition der
Wahrscheinlichkeiten).

Falls z.B. Q@ = R ist, dann kann F nicht mehr als P(R) gewéhlt werden,
weil ansonsten F eine grofle Anzahl von pathologischen FEreignissen
enthalten wiirde, fiir die z.B. der Begriff der Lange nicht definiert ist.

Definition 2.2.2 Sei U eine beliebige Klasse von Teilmengen aus 2. Dann
ist durch
o) = N F
UCF,F—o—Alg. von )
eine o—Algebra gegeben, die minimale o—Algebra, die U enthdlt, genannt
wird.

Ubungsaufgabe 2.2.1 Zeigen Sie bitte, dass die in Definition 2.2.2 defi-
nierte Klasse o(U) tatséchlich eine o—Algebra darstellt.

Definition 2.2.3 Sei Q = R%. Sei i = Klasse aller offenen Teilmengen von
R<. Dann heit o(U) die Borel o-Algebra auf R? und wird mit Bga bezeich-
net. Elemente von Bra heiflen Borel-Mengen. Diese Definition kann auch
fiir einen beliebigen topologischen Raum € (nicht unbedingt R?) gegeben
werden.



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITEN 11

Ubungsaufgabe 2.2.2 Zeigen Sie, dass Bra alle {2}, z € R?, alle abge-
schlossenen und insbesondere kompakten Teilmengen von R? enthélt, z.B.
[a,b] € Bra , a < b.

Satz 2.2.1 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4y,...,A,, A,
B C F. Dann gilt:

1. P(0) = 0.
2. P(U, A;j) =51 P(4,), falls A; paarweise disjunkt sind.
3. Falls A C B, dann ist P(B\A) = P(B) — P(A).

oL

Abbildung 2.2: Illustration zu Satz 2.2.1, 3) und 4)

4. PLAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB), VYA,BecF.
5. P(B)=1- P(B)
Beweis

L 0=UZ0= P0)=32,P0)<1=P0)=0

2. P(UiL1 4i) = P(UiL1 AU UL 0) = 20 P(A) + 222,410 =
i1 P(A;)

3. P(B)=P(AU(B\A)) = P(A) + P(B\A) = geht.
4. Benutze 2), 3) und AU B = [A\(AN B)]U[AN BJU [B\(AN B)]

P(AUB) = P(A)— P(ANB) + P(ANB) + P(B) — P(AN B)
= P(A) + P(B) — P(AN B)

(vgl. Abb. 2.2).

5. B=Q\B= P(B)=P(Q)-P(B)=1- P(B).
~——
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Folgerung 2.2.1
Es gelten folgende Eigenschaften von P fir Ay,...,A,, A, B € F:

1. AC B= P(A) < P(B) (Monotonie)
2. P(UL, Ai) <37 P(4;), YAi,..., A, € F (Subadditivitit)
3. Siebformel:

n

PULA) =) (-1 3> P(A NN Ay

i=1 1<k1 < <ki<n
Beweis
1. (Folgt aus Satz 2.2.1) P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A)
———
>0

2. Induktion nach n: n=2: P(A; U As) = P(A1) + P(A2) — P(A1NAsz) <
P(A1) + P(A2)

3. Induktion nach n: Der Fall n = 2 folgt aus Satz 2.2.1, 4). Der Rest ist
klar.

O

Ubungsaufgabe 2.2.3 Fiihren Sie die Induktion bis zum Ende durch.

Die Eigenschaft P(U*_, A,) < S2F_, P(A,) heiBt Subadditivitit des Wahr-
scheinlichkeitsmafles P. Diese Eigenschaft gilt jedoch auch fiir unendlich
viele A,, wie folgendes Korollar zeigt:

Folgerung 2.2.2 o—-Subadditivitat: Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
mafB und {A,}nen eine Folge von Ereignissen. Dann gilt P(Up2; An) <

> 1 P(A,,), wobei die rechte Seite nicht unbedingt endlich sei soll (dann
ist die Aussage trivial).

Definition 2.2.4 1. Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhdin-
gig, falls P(AN B) = P(A) - P(B).

2. Eine Folge von Ereignissen {4, },cn (diese Folge kann auch endlich
viele Ereignisse enthalten!) heifit (stochastisch) unabhdngig in ihrer
Gesamtheit, falls VnVi; <9 < -+ < ip,

P(A“ ﬂAiz n--- ﬂAin) = H P(Azk)
k=1

2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir die wichtigsten Beispiele fiir Wahrschein-
lichkeitsraume (€2, F, P). Wir beginnen mit:
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2.3.1 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeiten

Hier wird ein Grundraum  mit || < oo ( |A| = #A — die Anzahl von
Elementen in A) betrachtet. Dann kann F als P(2) gewéhlt werden. Die
klassische Definition von Wahrscheinlichkeiten geht von der Annahme aus,
dass alle Elementarereignisse w gleich wahrscheinlich sind:

Definition 2.3.1

1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit || < oo ist ein endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit F = P(Q2) und

1
Vwe N PH{w}) =—
1€
heiflt Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Das eingefithrte Maf3 heifit
klassisches oder laplacesches Wahrscheinlichkeitsmays.

Bemerkung 2.3.1 Fiir die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
sind alle Elementarereignisse {w} gleich wahrscheinlich:
YVweQ P({w}) = @1' Nach der Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmaflen
gilt:

_ A

P(A)_@ VACQ.

(Beweis: P(A) = Seq P({w}) = Suea iy = faf)- Dabei heift

Anzahl giinstiger Falle
P(A) =
(4) Anzahl aller Falle

Beispiel 2.3.1

1. Problem von Galilei:
Ein Landsknecht hat Galilei (manche sagen, es sei Huygens passiert)
folgende Frage gestellt: Es werden 3 Wiirfel gleichzeitig geworfen. Was
ist wahrscheinlicher: Die Summe der Augenzahlen ist 11 oder 127 Nach
Beobachtung sollte 11 6fter vorkommen als 12. Doch ist es tatséchlich
so?

o Definieren wir den Wahrscheinlichkeitsraum 2 = {w = (w1, w2, w3) :
w; € {1,...,6}},
Q| =63 =216 < 0o, F =P(Q); sei

B : = {Summe der Augenzahlen 11}
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={weQ:w +wy+wg=11}
C : = {Summe der Augenzahlen 12}
={weQ:w +wr+ws=12}.

e Lisung des Landknechtes: 11 und 12 koénnen folgendermafien in
die Summe von 3 Summanden zerlegt werden:
11=14+5+5=1+44+6=2+3+6=2+4+5=3+3+5=
344+4=|B|=6= P(B) =& = 3
12=14+54+6=2+44+6=2+5+5=3+4+5=3+3+6=
444+4= P(C) =G = %.

Dies entspricht jedoch nicht der Erfahrung.

Die Antwort von Galilei war, dass der Landsknecht mit nicht unter-
scheidbaren Wiirfeln gearbeitet hat, somit waren Kombinationen wie
(1,5,5), (5,1,5) und (5,5,1) identisch und wurden nur einmal gezahlt.
In der Tat ist es anders: Jeder Wiirfel hat eine Nummer, ist also von
den anderen Zwei zu unterscheiden. Daher gilt |B| = 27 und |C| = 25,
was daran liegt, das (4,4,4) nur einmal gezahlt wird. Also

_|B] 27

P(B) = Q] ~ 216 > P(C)

_e_
Q] 216

2. Geburtstagsproblem: Es gibt n Studenten in einem Jahrgang an der
Uni, die dieselbe Vorlesung Angewandte Stochastik I besuchen. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 Studenten den Ge-
burtstag am selben Tag feiern? Sei M = 365 = Die Anzahl der Tage
im Jahr. Dann gilt

Q={w=(wi,...,wn) 1w €{1,...,M}},|Q = M" < .

Sei
A, = {min. 2 Studenten haben am gleichen Tag Geb.} C Q,
A, = {weQ:F,je{l,... . n}i#j:w =w;},
P(4,) = 7

Ansatz: P(A,) =1— P(A,), wobei
Ap={we:w£w Vi#jinw=(w,...,wn)}
|Ap| = M(M —1)(M —2)...(M —n+1). Somit gilt

MM —1)...(M —n+1)

P(An) = Mn
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w4 |16 | 22 | 23 | 40 | e
P(A,) | 0016 | 0,284 | 0,476 | 0,507 | 0,801 | 0,997

Tabelle 2.2: Geburtstagsproblem
1 2 n—1
—(1-57) (0= 57) - (1= "57)
1 n—1
PA)=1—(1——]...[1—
=1 (- g7) - (- 57)

Fiir manche n gibt Tabelle 2.2 die numerischen Wahrscheinlichkeiten
von P(A,) an.

Es gilt offensichtlich P(A4,) ~ 1 fiir n — M. Interessanterweise ist
P(A,) =~ 0,5 fir n = 23. Dieses Beispiel ist ein Spezialfall eines so
genannten Urnenmodells: In einer Urne liegen M durchnummerierte
Balle. Aus dieser Urne werden n Stiick auf gut Gliick mit Zuriicklegen
entnommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der Stichpro-
be mindestens 2 Gleiche vorkommen?

und

3. Urnenmodelle: In einer Urne gibt es M durchnummerierte Bélle. Es
werden n Stick “zuféllig” entnommen. Das Ergebnis dieses Experi-

mentes ist eine Stichprobe (j1, ..., jn), wobei jy, die Nummer des Balls
in der m—ten Ziehung ist. Es werden folgende Arten der Ziehung be-
trachtet:

o mit Zuriicklegen
e ohne Zuricklegen
e mit Reihenfolge
o ohne Reihenfolge

Das Geburtstagsproblem ist somit ein Urnenproblem mit Zuriicklegen
und mit Reihenfolge.
Demnach werden auch folgende Grundriaume betrachtet:

(a) Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen:

Q={w=(w1,...,wp) 1w €{1,...,. M}}=K", |Q=M"
—_————

=K
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(b) Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen:

Q={w=(wi1,...,wn) 1 w; € K,w; #wj, i #j},

M!
(M —n)!
Spezialfall: M=n (Permutationen): = || = M!

0/ =M(M—-1)...(M —n+1)=

(¢c) Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuricklegen:
Q={w=(w1,...,wn) 1w € K,wi <wsy < -+ <wp}

Dies ist dquivalent zu der Verteilung von n Teilchen auf M Zellen
ohne Reihenfolge <= das Verteilen von M — 1 Trennwénden der
Zellen unter n Teilchen (vgl. Abb. 2.3). Daher ist

Teilchen Trennwand

™\ N\
QlOQQ0OI|Q] |QQQO|

Abbildung 2.3: Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen

|Q|:(M+n—1)!: <M+n—1>

n!(M —1)! n
(d) Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuricklegen:

Q={w=(w1,...,wp)jw; € K w1 <wy <+ <wp}

M! M
21 = (M —n)n! - (n)

Ein Experiment der Mehrfachziehung aus einer Urne entspricht der
Verteilung von n (unterschiedlichen oder nicht unterscheidbaren) Teil-
chen (wie z.B. Elektronen, Protonen, usw.) auf M Energieebenen oder
Zellen (mit oder ohne Mehrfachbelegung dieser Ebenen) in der statis-
tischen Physik. Die entsprechenden Namen der Modelle sind in Ta-
belle 2.3 zusammengefiihrt. So folgen z.B. Elektronen, Protonen und
Neutronen der so genannten Fermi-Dirac—Statistik (nicht unterscheid-
bare Teilchen ohne Mehrfachbelegung). Photonen und Prionen folgen
der Bose-FEinstein—Statistik (nicht unterscheidbare Teilchen mit Mehr-
fachbelegung). Unterscheidbare Teilchen, die dem Ezklusionsprinzip
von Pauli folgen (d.h. ohne Mehrfachbelegung), kommen in der Phy-
sik nicht vor.
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Auswahl von mit ohne
n aus M Zuriicklegen Zuriicklegen
Kugeln in
einer Urne
mit M"™ (Mazwell- % unterscheidbare
Reihenfolge Boltzmann— ' Teilchen
Statistik)
ohne (MJr”*l) (M) (Fermi- nicht
Reihenfolge (Bose—Einstein— | Dirac—Statistik) unterscheidbare
Statistik) Teilchen
mit Mehr- ohne Mehr- Verteilung von n
fachbelegung fachbelegung Teilchen auf M
Zellen.

Tabelle 2.3: Die Potenz || der Grundgesamtheit © in Urnenmodellen.

4. Lotterie—Beispiele: ein Urnenmodell ohne Reihenfolge und ohne Zu-
riicklegen; In einer Lotterie gibt es M Lose (durchnummeriert von 1
bis M), davon n Gewinne (M > 2n). Man kauft n Lose. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit gewinnt man mindestens einen Preis?

Laut Tabelle 2.3 ist || = (1),

Wn) twi #wj, i F# jw; € {1... M}}.

Sei A = {es gibt mind. 1 Preis}.

Q:{w:(wl,...

PA) = 1- P(f_l) = 1 — P(es werden keine Preise gewonnen)
(M—n) '(an)! :
n 1_ ‘6’ —1_ n'(Mj\;Zn)
n!(M—n)!
- (M—-—n)(M—-—n—-1)...(M —2n+1)
MM-1)...(M —n+1)

() () ()

Um ein Beispiel zu geben, sei M = n?. Dann gilt:
P(A) — 1—e71~0,632, denn €* = limp_,o0(1 + £)". Die Konver-

n—0o0

genz ist schnell, P(A) = 0,670 schon fir n = 10.
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5. Hypergeometrische Verteilung: Nehmen wir jetzt an, dass M Kugeln

in der Urne zwei Farben tragen konnen: schwarz und weifl. Seien S
schwarze und W weifle Kugeln gegeben (M = S + W). Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass aus n zuféllig entnommenen Kugeln (ohne
Reihenfolge und ohne Zuriicklegen) s schwarz sind?

Sei A = {unter n entnommenen Kugeln s schwarze}. Dann ist

S\ W
(s) (n—s)
-
(7)
Diese Wahrscheinlichkeiten bilden die so genannte hypergeometrische
Verteilung.

P(A) =

Um ein numerisches Beispiel zu geben, seien 36 Spielkarten gegeben.
Sie werden zufillig in zwei gleiche Teile aufgeteilt. Wie groff ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl von roten und schwarzen Karten
in diesen beiden Teilen gleich ist?

Losung: hypergeometrische Wahrscheinlichkeiten mit M = 36,

S=W=n=18, s:%:Q, w=s=29. Dann ist

pray = ) _ (8

(3% 369Nt

Wenn man die Formel von Stirling
nl =~ V2mnnte "
benutzt, so kommt man auf

P(A)~ _ (V2rIB- 18T 2
= /2736 - 3636¢—36(/270 - 9% %)t /18w

2.3.2 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

~
~

0.26

Hier sei ein Punkt 7 zufillig auf eine beschrinkte Teilmenge Q von R? gewor-
fen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 7 die Teilmenge A C Q trifft?
Um dieses Experiment formalisieren zu kénnen, diirfen wir nur solche €2 und
A zulassen, fiir die der Begriff des d-dimensionalen Volumens (Lebesgue—
Maf) wohl definiert ist. Daher werden wir nur Borelsche Teilmengen von R?
betrachten. Also sei 2 € Bga und | - | das Lebesgue-MaB auf RY, || < oo.

Sei F = Bga N Q (vgl. Abb. 2.4).
Definition 2.3.2
1. Das Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, ) gegeben durch

A
P(A):}Q{, AeF

heiflt geometrische Wahrscheinlichkeit auf Q.
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s

Abbildung 2.4: Zufélliger Punkt 7 auf Q.

2. Das Tripel (2, F, P) heifit geometrischer Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel 2.3.2

Die Koeffizienten p und ¢ einer quadratischen Gleichung z? 4+ pz +¢ =0
werden zuféllig im Intervall (0, 1) gewahlt. Wie gro8 ist die Wahrscheinlich-
keit, dass die Losungen x1, xo dieser Gleichung reelle Zahlen sind?

Hier ist Q = {(p,q) : p,q € (0,1)} = (0,1)2, F = B2 NN,

A={x1,20 €Q} = {(p,q) € Q:p* > 4q},

denn z1, 2 € R genau dann, wenn die Diskriminante D = p? —4¢ > 0. Also
gilt A= {(p,q) €[0,1]: ¢ < ;p*} und

|A folindP 1
pA) ==
“=1q 1 12°

vgl. Abb. 2.5.

2.3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Um den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit intuitiv einfithren zu kon-
nen, betrachten wir zunéchst das Beispiel der klassischen Wahrscheinlichkei-
ten: Sei (€2, F, P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum mit [Q] = N.
Seien A und B Ereignisse aus F. Dann gilt

peay = Al P(AnB):’AmNB’.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung,
dass B eintritt?

Da B eingetreten ist, ist die Gesamtanzahl aller Elementarereignisse hier
gleich | B|. Die Elementarereignisse, die zu A beim Eintreten von B fiihren,
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q
L - - - _ _ _ _ _
[
[
0 [
[
[
. [
2 _ _ 1.2
p —4q:>q—4p
|
|A] |
0 1°p

Abbildung 2.5: Wahrscheinlichkeit fiir reelle Losungen einer quadratischen
Gleichung

liegen alle in AN B. Somit ist die Anzahl der “gilinstigen” Félle hier |AN B|
und wir bekommen
|JANB| |ANB|/N P(ANB)
| B |B|/N P(B)

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 2.3.3
Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € F, P(B) > 0.
Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B
gegeben durch
P(ANB)

P(B)

Diese Definition kann in Form des sogenannten Multiplikationssatzes gege-
ben werden:

P(A|B) =

P(ANB)=P(A|B)-P(B).
Ubungsaufgabe 2.3.1 Zeigen Sie, dass P(-|B) fiir B € F, P(B) > 0 ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F) ist.

Satz 2.3.1 Seien Aj,..., A, € F Ereignisse mit P(4; N---N A,—1) > 0,
dann gilt P(A1 n--- ﬂAn) = P(Al) . P(AQ‘Al) . P<A3|A1 ﬂAQ) ceees
P(An|A1 N---N An—l)-

Ubungsaufgabe 2.3.2 Beweisen Sie den Satz 2.3.1.
Beweisidee: Induktion beziiglich n.
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An dieser Stelle sollte man zu den stochastisch unabhéngigen Ereignissen
zuriickkehren. A und B sind nach Definition 2.2.4 unabhéngig, falls P(A N
B) = P(A)-P(B). Dies ist dquivalent zu P(A|B) = P(A), falls P(B) > 0. Es
sei allerdings an dieser Stelle angemerkt, dass die Definition 2.2.4 allgemeiner
ist, weil sie auch den Fall P(B) = 0 zulésst.

Ubungsaufgabe 2.3.3 Zeigen Sie folgendes:

1. Seien A, B € F. A und B sind (stochastisch) unabhéingig genau dann,
wenn A und B oder (A und B) unabhéngig sind.

2. Seien Aq,...,A, € F. Ereignisse Aq,..., A, sind stochastisch unab-
héngig in ihrer Gesamtheit genau dann, wenn Bi, . .., By, unabhéngig

in ihrer Gesamtheit sind, wobei B; = A; oder B; = A; furi=1,...,n.

3. Seien A,B1,By € F mit BN By = (. Sei A und By, A und B»
unabhéngig. Zeigen Sie, dass A und B; U Bs ebenfalls unabhéngig
sind.

Bemerkung 2.3.2 Der in Definition 2.2.4 gegebene Begriff der stochasti-
schen Unabhéangigkeit ist viel allgemeiner als die sogenannte Unabhangigkeit
im Sinne des Gesetzes von Ursache und Wirkung. In den folgenden Beispie-
len wird man sehen, dass zwei Ereignisse stochastisch unabhéngig sein kon-
nen, obwohl ein kausaler Zusammenhang zwischen ihnen besteht. Somit ist
die stochastische Unabhéngigkeit allgemeiner, und nicht an das Gesetz von
Ursache und Wirkung gebunden. In der Praxis allerdings ist man gut bera-
ten, Ereignisse, die keinen kausalen Zusammenhang haben als stochastisch
unabhéingig zu deklarieren.

Beispiel 2.3.3 1. Abhangige und unabhdngige Ereignisse:
Es werde ein Punkt 7 = (X,Y) zufillig auf [0,1]* geworfen. Q =
[0,1]2, F = BreN|0, 1]. Betrachten wir A = {X > a} und B = {Y" > b}.
Dann gilt

P(ANB) = P(X>aY >b)
(1—a)(1—b)
= P(A)-P(B),

insofern sind A und B stochastisch unabhéngig. Allerdings kann fiir
B’ = {r € ACDE?} leicht gezeigt werden, dass A und B’, B und B’
stochastisch abhéngig sind, siehe Abbildung 2.6.

2. Es konnen n + 1 Ereignisse konstruiert werden, die abhingig sind,
wobei beliebige n von ihnen unabhangig sind, Vn € N.

3. Kausale und stochastische Unabhdngigkeit:
Auf das Intervall [0, 1] wird auf gut Gliick ein Punkt 7 geworfen. Sei
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Abbildung 2.6: Beispiel 2.3.3 1.

x die Koordinate von 7 in [0, 1]. Betrachten wir die binére Zerlegung
der Zahl x:

o0

ak
T = Zﬁ, ap € {0,1}
k=1

Dann ist klar, dass es einen starken kausalen Zusammenhang zwischen
{an}2 gibt, weil sie alle durch x verbunden sind. Man kann jedoch
zeigen, dass die Ereignisse By = {ar = j},k € N fir alle j = 0,1
unabhéngig in ihrer Gesamtheit sind, und dass P(ay = j) = 1/2 Vk €
N, j=0,1

Definition 2.3.4 Sei {B,} eine endliche oder abzéhlbare Folge von Ereig-
nissen aus F. Sie heifit eine messbare Zerlegung von €, falls

1. B, paarweise disjunkt sind: B;NB; =0, i#j
2. U, By =
3. P(B,) >0 Vn.

Satz 2.3.2 (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayes’sche Formel):
Sei {B,} C F eine messbare Zerlegung von ©Q und A € F ein beliebiges
Ereignis, dann gilt

1. Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A) =3 P(A|B,) - P(By)
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2. Bayes’sche Formel:

_ P(B) P(A|B) ,
PG =< pas,) pB,) "

falls P(A) > 0. Die Summen in 1) und 2) kénnen endlich oder unendlich
sein, je nach Anzahl der B,,.

Beweis 1. DaQ =, Bp, ist A=ANQ=ANn U, Bn) =U,(ANB,)
eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen A N B,,, und es gilt

P(A) = P(J(ANB,)) = D P(ANB.) =, ) P(A|B.)P(By)

" oc-Add.v. P " S.231 "
2.
P(B:n4) P(B;)P(A|B;)
PB4 = A -
~~ ~—~
Def. 2.3.3 P4) S.2.3.1u 2321) 2on P(A[Bn) P(Bn)

O

Bemerkung 2.3.3 Die Ereignisse B, heiflen oft “Hypothesen”. Dann ist
P(B,) die so genannte a—priori-Wahrscheinlichkeit von B, also vor dem
“Experiment” A. Die Wahrscheinlichkeiten P(B,,|A) werden als Wahrschein-
lichkeiten des Auftretens von B, “nach dem Experiment A” interpretiert.
Daher heiflen sie auch oft 'a—posteriori—-Wahrscheinlichkeiten von B,’. Die
Formel von Bayes verbindet also die a—posteriori-Wahrscheinlichkeiten mit
den a—priori-Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 2.3.4

1. Routing—Problem:

Im Internet muss ein Paket von Rechner S (Sender) auf den Rech-
ner F (Empfanger) tibertragen werden. In Abb. 2.7 ist die Geometrie
des Computernetzes zwischen S und F schematisch dargestellt, wobei
Ri1,R2, R3 und Ry (und andere Knoten des Graphen) jeweils ande-
re Rechner sind, die sich an der Ubertragung beteiligen kénnen. Wir
gehen davon aus, dass die Richtung der weiteren Ubertragung des Pa-
ketes in den Knoten zuféllig aus allen moglichen Knoten gewahlt wird
(mit gleicher Wahrscheinlichkeit). So ist z.B.

1
P(von S wird Router R; gewéhlt) = 1 i=1,...,n.
—A;

Offensichtlich stellen die Ereignisse A;, As, As, A4 eine messbare Zer-
legung von 2 dar. Nach Satz 2.3.2, 1) gilt also fir A = {das Paket
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Abbildung 2.7: Routing—Problem: Computernetzwerk

erreicht E aus S}

P(4) = 3" P(AIA) - P(A) = 3 Y P(AI4).

i=1 i=1
Dabei konnen P(A|A4;) aus dem Graphen eindeutig bestimmt werden:

P(AIA) = 5, P(Al4s) =

)

P(Al43) =1, P(AJA4) =

TN o -

Es gilt also

1/71 1 2 67

2. In einer Urne gibt es zwei Miinzen. Die erste ist fair (Wahrscheinlich-
keit des Kopfes und der Zahl = %), die zweite ist allerdings nicht fair
mit P(Kopf) = % Aus der Urne wird eine Miinze zuféillig genommen
und geworfen. In diesem Wurf ist das Ereignis Kopf. Wie grof} ist die
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Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze fair war?

> A; = {Faire Miinze ausgewahlt}
Ag = {Nicht faire Miinze ausgewéhlt}
A = {Es kommt Kopf im Minzwurf}
P(A]A) =2
Dann gilt P(A;) = P(As) = 5, P(A|A;) = 3, P(A|Ay) = %, daher
gilt nach der Bayesschen Formel
P(A)) - P(A|A) i1 3

PO = By PUAA) + A P ~ 3-(14+3) 5



Kapitel 3

Zufallsvariablen

3.1 Definition und Beispiele

Definition 3.1.1 1. Eine Abbildung X : Q — R heifit Zufallsvariable,
falls sie Bg—messbar ist, mit anderen Worten,

VBeBr X YB)={weQ:X(w)eB}cF.

2. Eine Abbildung X : © — R™ n > 1 heifit Zufallsvektor, falls sie
Brrn—messbar ist, mit anderen Worten,

VBEBrn X YB)={weQ:X(w)eB}cF.
Offensichtlich bekommt man aus Definition 3.1.1, 2) auch 3.1.1, 1) fiir n = 1.

Beispiel 3.1.1 1. Indikator—Funktion eines Ereignisses:
Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A ein Ereignis aus F.

Betrachten wir
1, wed

0, w¢ A
Diese Funktion von w nennt man Indikator—Funktion des Ereignisses
A. Sie ist offensichtlich messbar und somit eine Zufallsvariable:

X(w):IA(w):{

A falls 1€ B,0¢ B

. A falls 1¢ B,0€B
X (B) = € F VBebBr
Q) falls 0,1eB

falls 0,1¢ B

=

2. n—maliger Minzwurf:
Sei Q@ ={w = (w1,...,wp) : w; € {0,1}} = {0, 1}" mit

{1, falls Kopf im i—ten Miinzwurf
Wy =

0, sonst

26
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firi=1,...,n. Sei F = P(Q). Definieren wir

X(w)=X((w1,...,wp)) = Zwi

als die Anzahl der Képfe im n—maligen Miinzwurf, so kann man zeigen,
dass X F-messbar ist und somit eine Zufallsvariable ist.

Satz 3.1.1 Eine Abbildung X : 2 — R ist genau dann eine Zufallsvariable,
wenn {w € Q: X(w)<z}eF VrxeR.

3.2 Verteilungsfunktion

Definition 3.2.1 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und
X : Q0 — R eine Zufallsgrofe.

1. Die Funktion Fx(z) = P({w € Q: X(w) < z}), =z € R heifit Vertei-
lungsfunktion von X. Offensichtlich ist Fx : R — [0, 1].

2. Die Mengenfunktion Px : Br — [0, 1] gegeben durch
Px(B)=P({weQ: X(w) € B}),B € Br
heifit Verteilung von X.
Bemerkung 3.2.1 Folgende gekiirzte Schreibweise wird benutzt:
Fx(z)=P(X <z), Px(B)=P(X €B).

Beispiel 3.2.1
Hier geben wir Verteilungsfunktionen fiir Zufallsvariablen aus dem Beispiel
3.1.1 an.

1. Indikator—Funktion:
Sei X (w) = I4(w). Dann ist

1, rz>1,
Fx(z) = P(Is <2)={ P(A), z€0,1),
0, x <0

vgl. Abb. 3.1.

2. n—maliger Minzwurf:
Sei X = Anzahl Kopf in n Miinzwiirfen. P(Kopf in einem Wurf) = p,
p € (0,1). Dann gilt
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1

S — A

0 1 T’

Abbildung 3.1: Verteilungsfunktion von 14

und somit

Px(x) = P(X <) = Z:P@=m=§jcgﬁu—m“h

0<k<[z] k=0

Va € [0,n], vgl. Abb. 3.2. Es gilt

y
1 —
 m—
—
(1-p)"p—
1 2 n-1 nox

Abbildung 3.2: Verteilungsfunktion einer Bin(n, p)—Verteilung

Fy(0) = P(X < 0) = P(X =0) = (1 - p)",
Fx(z)=P(X <z)=0 firz<0,
Fx(n)=P(X <n)=1.

Diese Verteilung wird spater Binomial—Verteilung mit Parametern n, p
genannt: Bin(n,p)
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Satz 3.2.1 Sei X eine beliebige Zufallsvariable und Fx : R — [0, 1] ihre
Verteilungsfunktion. F'x besitzt folgende Eigenschaften:

1. Asymptotik: lim,_,_oo Fx(z) =0, limy 00 Fx(z)=1.

2. Monotonie: Fx(x) < Fx(x+h), VreR, h>0.

3. Rechtsseitige Stetigkeit: limg_, 5,40 Fx () = Fx(z9) Vxo € R.
Bemerkung 3.2.2

1. Im Satz 3.2.1 wurde gezeigt, dass eine Verteilungsfunktion Fx mo-
noton nicht—fallend, rechtsseitig stetig und beschriankt auf [0, 1] ist.
Diese FEigenschaften garantieren, dass Fx hochstens abzédhlbar vie-
le Sprungstellen haben kann. In der Tat kann Fx wegen Fx 1 und
0 < Fx < 1 nur eine endliche Anzahl von Sprungstellen mit Sprung-
hohe > e besitzen, Ve > 0. Falls ¢, die Menge Q aller rationaler
Zahlen durchlduft, wird somit gezeigt, dass die Anzahl aller mogli-
chen Sprungstellen héchstens abzdhlbar sein kann. Die Grafik einer
typischen Verteilungsfunktion ist in Abb. 3.3 dargestellt.

Fx(z)1

Abbildung 3.3: Typische Verteilungsfunktion

2. Mit Hilfe von F'x koénnen folgende Wahrscheinlichkeiten leicht berech-
net werden: Va, b gilt: —oco < a < b < 400
Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a),
Pla< X <b)=Fx(b)— lim Fx(z),

r—a—o

denn

Pla< X <b)=P{X <b\{X <a})=P(X <b) - P(X < a)
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Fx(b) — Fx(a),
Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fy(b) — lim Fy(z)

z—a—0

mit P(X < a) = P(X < a)— P(X = a) = limgy_4-0 Fx(x) nach
Stetigkeit von Px.

Da P(X <a)=F(X <a)— P(X = a) gilt, ist somit

lim Fx(z)# Fx(a)

z—a—0
und F'x im Allgemeinen nicht linksseitig stetig.
Ubungsaufgabe 3.2.1 Driicken Sie die Wahrscheinlichkeiten P(a < X < b)
und P(a < X < b) mit Hilfe von Fx aus.

Satz 3.2.2 Falls eine Funktion F(z) die Eigenschaften 1) bis 3) des Satzes
3.2.1 erfiillt, dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und ei-
ne Zufallsvariable X, definiert auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, derart,
dass Fx(x) = F(x), Yz € R.

Satz 3.2.3 Die Verteilung Px einer Zufallsvariable X wird eindeutig durch
die Verteilungsfunktion Fx von X bestimmt.

3.3 Grundlegende Klassen von Verteilungen

In diesem Abschnitt werden wir Grundtypen von Verteilungen betrachten,
die dem Schema aus Abbildung 3.4 zu entnehmen sind.

erteilungen

Mischung der ersten
zwei Typen

[ absolut stetige ] [ diskrete J

Abbildung 3.4: Verteilungstypen

3.3.1 Diskrete Verteilungen

Definition 3.3.1 1. Die Verteilung einer Zufallsvariablen X heifit dis-
kret, falls eine hochstens abzéhlbare Teilmenge C' C R (Wertebereich
von X) mit P(X € C) =1 existiert. Manchmal wird auch die Zufalls-
variable X selbst als diskret bezeichnet.
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2. Falls X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich C' = {z1, 2, 3, . ..
ist, dann heifit {px} mit pp = P(X =x), k=1,2,... Wahrschein-
lichkeitsfunktion oder Zdihldichte von X.

Bemerkung 3.3.1
1. Beispiele fiir diskrete Wertebereiche C' sind N, Z,Q, {0, 1,...,n}, n € N.

2. Fir die Zahldichte {py} einer diskreten Zufallsvariable X gilt offenbar
0 <pr <1 Vnund > ,pr = 1. Diese Eigenschaften sind fiir eine
Zahldichte charakteristisch.

3. Die Verteilung Px einer diskreten Zufallsvariable X wird eindeutig
durch ihre Zahldichte {py} festgelegt:

Px(B)=Px(BNC)=Px(|J {zi})= > P(X =)
r;€EB r,€EB

= Zpi,BGBR-

z,€EB
Insbesondere gilt Fix(r) = >, <. pr => Px festgelegt nach Satz
3.2.3.

Wichtige diskrete Verteilungen:

Die Beispiele 3.1.1 und 3.2.1 liefern uns zwei wichtige diskrete Verteilungen
mit Wertebereichen {0,1} und {0,1,...,n}. Das sind

1. Bernoulli-Verteilung:
X ~ Ber(p), p € [0,1] (abkiirzende Schreibweise fur “Zufallsvariable
X ist Bernoulli—verteilt mit Parameter p”), falls

X = 1, mit Wahrscheinlichkeit p,
B 0, mit Wahrscheinlichkeit 1-p.

Dann gilt C = {0,1} und po =1 —p, p1 = p (vgl. Beispiel 3.1.1, 1)
mit X = IA).

2. Binomialverteilung:
X ~ Bin(n,p), p € [0,1],n € N, falls C ={0,...,n} und

n _
P(X =k)=p, = <k> 'pk(l—p)” ko k=0,...,n.

Interpretation:

X = #{ Erfolge in einem n mal unabhéngig wiederholten Versuch},
wobei p = Erfolgswahrscheinlichkeit in einem Versuch (vgl. Beispiel
3.2.1, 2) mit X = #{Kopf}).
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3. Geometrische Verteilung:
X ~ Geo(p), p € 0,1], falls C =N, und
P(X =k)=pr=(1-p)p*", keN.

Interpretation: X = #{unabhingige Versuche bis zum ersten Erfolg},
wobei 1 — p = Erfolgswahrscheinlichkeit in einem Versuch.

4. Hypergeometrische Verteilung:
X ~HG(M,S,n), M,S,neN,S,n<M, falls

X:Q—4{0,1,2,...,min{n, S}}

und
P(X=k)=p,=—"—~—, k=0,1,...,min{n, S}.

Interpretation: Urnenmodell aus Beispiel 2.3.1, 5) mit
X = #{schwarze Kugeln bei n Entnahmen aus einer Urne}
mit insgesamt S schwarzen und M — S weiflen Kugeln.

5. Gleichverteilung:
X ~U{zy,...,zp},neN, falls X : Q@ — {z1,...,2,} mit

pp=PX=xzr)=—, k=1,....,n

(wobei U in der Bezeichnung von Englischen “uniform” kommyt).

Interpretation: {py} ist eine Laplacesche Verteilung (klassische Defini-
tion von Wahrscheinlichkeiten, vgl. Abschnitt 2.3.1).

6. Poisson—Verteilung:
X ~ Poisson(A), A >0, falls X : @ — {0,1,2,...} = NU {0} mit

)\k
pk:P(X:k:):e_)‘g, ke NU{0}.

Interpretation: X = #{Ereignisse im Zeitraum [0, 1]}, X ist die Rate
(Haufigkeit), mit der Ereignisse passieren konnen, wobei

P(1 Ereignis tritt wihrend At ein) = M\ At| + o(|At]),

P(> 1 Ereignis tritt wiahrend At ein) = o(|At]), |At| — o

und #{Ereignisse in Zeitintervall At;}, i = 1,...,n sind unabhéngig,
falls At;, i =1,...,n disjunkte Intervalle aus R sind. Hier |A¢| ist die
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Lénge des Intervalls At.
z. B.

X = #{ Schéden eines Versicherers in einem Geschéftsjahr}

X = #{ Kundenanrufe eines Festnetzanbieters an einem Tag}

X = #{ Elementarteilchen in einem Geiger—Zéahler in einer Sekunde} .

Satz 3.3.1 (Approximationssatz)

1. Binomiale Approximation:

Die hypergeometrische Verteilung HG(M, S,n) kann fir M, S — oo,

% — p durch eine Bin(n,p)-Verteilung approximiert werden: Fiir

X ~ HG(M, S, n) gilt

S\ (M-S
pe = P(X = k) = W = (Z)p'“(l -p"*

M,S%m,%%p
fir k=1,...,n.

2. Poissonsche Approximation oder Gesetz der seltenen Ereignisse:

Die Binomialverteilung Bin(n,p) kann fir n — oo,p — 0,np — A
durch eine Poisson—Verteilung Poisson(\) approximiert werden: Es
sei X ~ Bin(n,p). Dann gilt

=P(X =k) = n kl n—k —A)‘k
pk—(—)—kp(—p) Ny eﬂ
n—o0,p—0,np—A
mit £ =0,1,2,...
Beweis 1. Falls M, S — oo, % — p € (0,1), dann gilt
S\ (M-S st (M-5)!
() (hsk)  FS=R " I=S—nt k)1 (n ).
M - M|
n) M=
B n! E(S—l);(S—k—i—l)
Cn—K)E M (M—1)... (M —k+1)
N~ ———— —_——
“P —p —p
(M—-S5) (M-S5-1) ;(M—S—n—kk—kl)
(M — k) (M —n+1)
—1-p —1-p —1-p
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2. Falls n — 0o, p — 0, np — A > 0, dann gilt

ny k n—k n! k n—k
1— = — 91 -
<k>p (1-p) Hin—1)1” (1-p)
_ ln(n—l)...(n—k—i—l).(np)k(l_p)n
k! nk —— (1 —p)k
—1 AR j’r
L
— e ﬁfurn—>oo,p—>0,np—>)\,
weil

A
RS N S [ A = ~ 2
(1= p)F n5 1 =2 , dap n(n—>oo).

n ( )\)n

O

Bemerkung 3.3.2 1. Die Aussage 1) aus Satz 3.3.1 wird dann verwen-
det, wenn M und S in HG(M, S,n)-Verteilung grof werden (n <
0,1 M). Dabei wird die direkte Berechnung von hypergeometrischen
Wahrscheinlichkeiten umsténdlich.

2. Genauso wird die Poisson—Approximation verwendet, falls n groff und
p entweder bei 0 oder bei 1 liegt. Dann kénnen binomiale Wahrschein-
lichkeiten nur schwer berechnet werden.

3. Bei allen diskreten Verteilungen ist die zugehorige Verteilungsfunktion
eine stiickweise konstante Treppenfunktion (vgl. Bsp. 1, 2 im Abschnitt
3.2.1).

3.3.2 Absolut stetige Verteilungen

Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen ist der Wertebereich einer abso-
lut stetigen Zufallsvariablen tiberabzéhlbar.

Definition 3.3.2 Die Verteilung einer Zufallsvariablen X heifit absolut ste-
tig, falls die Verteilungsfunktion von F'y folgende Darstellung besitzt:

Fx(x) = /—xoo fx(y)dy, x€R, (3.1)

wobei fx : R — R4y = [0,00) eine Lebesgue—integrierbare Funktion auf
R ist, die Dichte der Verteilung von X heifit und das Integral in (3.1) als
Lebesgue—Integral zu verstehen ist.

Daher wird oft abkiirzend gesagt, dass die Zufallsvariable X absolut stetig
(verteilt) mit Dichte fx ist.
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Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Verteilung Px einer absolut stetigen
Zufallsvariablen eindeutig durch ihre Dichte fx bestimmt wird:

Satz 3.3.2 Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung Py .

1. X ist absolut stetig verteilt genau dann, wenn
Px(B) = [ fx(y)dy. BeBa (3.2)

2. Seien X und Y absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, fy
und Verteilungen Px und Py. Es gilt Px = Py genau dann, wenn
fx(x) = fy(x) fur fast alle x € R, d.h. fir alle z € R\ A, wobei
A € Bgr und [, dy =0 (das Lebesgue-Maf von A ist Null).

Bemerkung 3.3.3 (Eigenschaften der absolut stetigen Verteilungen): Sei
X absolut stetig verteilt mit Verteilungsfunktion F'x und Dichte fx.

1. Fir die Dichte fx gilt: fx(z) > 0 Vz und [ fx(z)dz =1 (vgl.
Abb. 3.5).
Diese Eigenschaften sind charakteristisch fiir eine Dichte, d.h. eine

N

fx(z)

0 x’

Abbildung 3.5: Die Fliche unter dem Graphen einer Dichtenfunktion ist
gleich eins.

beliebige Funktion f, die diese Eigenschaften erfiillt, ist die Dichte
einer absolut stetigen Verteilung.

2. Es folgt aus (3.2), dass

(a) Pla< X <b)=Fx(b)—Fx(a) = [° fx(y)dy, Va <b,a,beR

(b) P(X =2) = [y fx()dy =0, VzeR

(¢) fx(x)Az als Wahrscheinlichkeit P(X € [z, x4+ Ax]) interpretiert
werden kann, falls fx stetig in der Umgebung von x und Ax klein
ist.
In der Tat, mit Hilfe des Mittelwertsatzes bekommt man

rx+Azx
P(X €[z,z+A1]) = / fx(y) dy
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= (fx(@)+o(1)Az
=  fx(z) Az + o(Azx),
weil £ — z fir Ax — 0 und fx stetig in der Umgebung von x ist.

3. Es folgt aus 2b, dass die Verteilungsfunktion Fx von X eine steti-
ge Funktion ist. F'x kann keine Spriinge haben, weil die H6he eines
Sprunges von Fx in z genau P(X = x) = 0 darstellt (vgl. Abb. 3.6).

Fx(z)

/

0 X

Abbildung 3.6: Eine absolut stetige Verteilungsfunktion

4. Sehr oft wird fx als (stiickweise) stetig angenommen. Dann ist das
Integral in Definition 3.3.2 das (uneigentliche) Riemann—Integral. Fx
ist im Allgemeinen nur an jeder Stetigkeitsstelle von ihrer Dichte fx
differenzierbar.

5. In den Anwendungen sind Wertebereiche aller Zufallsvariablen endlich.
Somit kénnte man meinen, dass fiir Modellierungszwecke nur diskrete
Zufallsvariablen geniigen. Falls der Wertebereich einer Zufallsvariable
X jedoch sehr viele Elemente x enthéilt, ist die Beschreibung dieser
Zufallsvariable mit einer absolut stetigen Verteilung giinstiger, denn
man braucht nur eine Funktion fx (Dichte) anzugeben, statt sehr
viele Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = zj) aus den Daten zu
schétzen.

Wichtige absolut stetige Verteilungen

1. Normalverteilung (Gaufs—Verteilung):
X ~ N(p,0?) fiir p € R und o2 > 0, falls

1 _@=w?
fx(x) = e 2ot , z€R
2o
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Ix

_/I/

uw—30 0 7! W+ 30

Abbildung 3.7: Dichte und Verteilungsfunktion der N (u, 0?)-Verteilung

(vgl. Abb. 3.7).
w heilt der Mittelwert von X und o die Standardabweichung bzw.
Streuung, denn es gilt die sogenannte “30—Regel” (GauB, 1821):

P(p—30 <X <pu+30)>0,9973

Spezialfall N(0,1): In diesem Fall sieht die Dichte fx folgendermafien

aus: ) ,
T) = —e*%, reR.
fX( ) m
Interpretation:
X = Messfehler einer physikalischen Grofie p, 0 =Streuung des Mess-
(w=m)?
fehlers. Die Verteilungsfunktion Fx(x) = 21m [foe” 307 dy kann
nicht analytisch berechnet werden (vgl. Abb. 3.7).
2. Gleichverteilung auf [a,b]:
X ~Ula,b], a<b,a,beR, falls
Az cla,b],
fx(z) =40 (vgl. Abb. 3.8).
0, sonst
fx () Fx(x)
— 1 t=-=-—== =
l l
| |
of a b X of a b X

Abbildung 3.8: Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung
Ula,b].
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Interpretation:
X = Koordinate eines zufillig auf [a,b] geworfenen Punktes (geome-
trische Wahrscheinlichkeit). Fur Fx(z) gilt:

1, r>b,
Fx(r) =435, z€lab),
0, x < a (vgl. Abb. 3.8).

3. Ezxponentialverteilung:
X ~ Exp(\) fir A > 0, falls

fx(z) Fy(x)

0] X o] X

Abbildung 3.9: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialver-
teilung Exp(N).

-z
fX(x):{Ae , x>0
0, sonst (vgl. Abb. 3.9).
Interpretation:
X = Zeitspanne der fehlerfreien Arbeit eines Geriéts, z.B. eines Netz-
servers oder einer Glithbirne, A= Alterungsrate des Gerits. Fx(z) hat
folgende Gestalt:

l—e™, x>0,
Fx(z) =
0, x <0 (vgl. Abb. 3.9).

4. Cauchy—Verteilung:
X ~ Cauchy(a, \), falls fir A >0, a € R

A

Ix@) = a

xz € R, vgl. Abb. 3.10

Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung ist dabei

1 1
Fx(z) ==+ —arctan(x oz)’ z eR.

2 7 A
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Ix(z)
4
0.35
03 F
0.25 F
oz}
0.15
0.1pF

0.05 F

0

Abbildung 3.10: Dichte der Cauchy(a, \)—Verteilung

Interpretation:

Diese Verteilung beschreibt z.B. die Positionen der radioaktiven Teil-
chen in einem Detektor, sowie die Energie der instabilen Zusténde in
Kernspaltungsreaktionen (Gesetz von Lorenz).

5. Pareto—Verteilung:
X ~ Pareto(a, p), a, p > 0, falls

ap®

Fx(@) = ooy (@), Fx(x) = (1 - £

xT xT

Abbildung 3.11: Dichte und Verteilungsfunktion der Pareto(a,p)—
Verteilung.

Interpretation:

X = Schadenshohe einer Police eines Feuerversicherers. Da P(X >
x) = (pu/x)*, x — oo, nur langsam gegen Null geht (verglichen mit der
N (0,1)-Verteilung), spricht man hier von einer Verteilung mit schwe-
rem Tailverhalten oder von einem gefihrlichen Risiko X.

6. Fréchet—Verteilung:
X ~ Fréchet(u, o, ), a,0 > 0, p € R, falls

fx () = ao(z — py~e 7)1, (@),
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Damit ist die Verteilungsfunktion

T—p

Fx($) :6’_( g )70‘1[%00)(:1}).

Die Standard-Fréchet-verteilung hat Parameterwerte o = 1, u = O:

—«a

Fx($) =e ” I[u,oo)(x)

xT T

Abbildung 3.12: Dichte- und Verteilungsfunktion der Standard-Fréchet-
Verteilung.

Interpretation:

X approximiert normiertes Maximum von n unabhéngigen Beobach-
tungen, die Cauchy- oder Pareto-verteilt sind. Es ist eine der drei
moglichen Extremwertverteilungen, zusammen mit der Gumbel- und
Weibull-Verteilung.

3.3.3 Mischungen von Verteilungen

Definition 3.3.3 Sei {F,}52, eine Folge von Verteilungsfunktionen und
sei {pn}22, eine Zahldichte einer diskreten Zufallsvariablen M. Die Vertei-
lungsfunktion

F(z) =Y ppFn(z) (3.3)
n=1

heiffit Mischung von Verteilungsfunktionen F,, mit Gewichten p,.

Ubungsaufgabe 3.3.1 Zeigen Sie, dass F' aus (3.3) eine giiltige Vertei-
lungsfunktion ist.

Bemerkung 3.3.4 a) Falls p, =0 fiir n > N, N € N, spricht man von
einer endlichen Mischung

N
n=1
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b) Die Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F' aus (3.3) kann wie
folgt simuliert werden:

1. Simuliere die Zufallsvariable M. Sei M = n ihre Realisierung.

2. Simuliere die Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F,.

c) Generell kénnen Mischungen einer parametrischen Familie {F},} von
Verteilungen bzgl. des Parameters p € R definiert werden, wenn p als
Realisierung einer Zufallsvariablen M mit der Verteilungsfunktion ®,,
aufgefasst wird:

Fla) = /Fu(x)dq)M(u), z €R.
R

Dabei wird die Borel-Messbarkeit von Fj,(z) bzgl. p fir alle z € R
vorausgesetzt.

3.4 Verteilungen von Zufallsvektoren

In der Definition 3.1.1, 2) wurden Zufallsvektoren bereits eingefiihrt. Sei
(Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R” ein n—
dimensionaler Zufallsvektor, wobei wir seine Koordinaten als (X7,...,X,)
bezeichnen. Dann folgt aus Definition 3.1.1, 2), dass X;, i=1,...,n Zu-
fallsvariablen sind. Umgekehrt kann man einen beliebigen Zufallsvektor X
definieren, indem man seine Koordinaten X ... X, als Zufallsvariablen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) einfithrt (Ubungsaufgabe).

Definition 3.4.1 Sei X = (X,...,X,) ein Zufallsvektor auf (2, F, P).

1. Die Verteilung von X ist die Mengenfunktion Px : Brn — [0, 1] mit
Px(B)=P(X€B)=P{wecQ: X(w) € B}), BEcDBgn.

2. Die Verteilungsfunktion Fx : R™ — [0,1] von X ist gegeben durch
Fx(x1,...,2p) = P(X1 < x1,..., XNy < ) 21,...,2, € R. Sie
heiflit manchmal auch die gemeinsame oder die multivariate Vertei-
lungsfunktion von X, um sie von folgenden marginalen Verteilungs-
funktionen zu unterscheiden.

3. Sei {i1,...,ix} ein Teilvektor von {1,...,n}. Die multivariate Vertei-
lungsfunktion Fj, . ;, des Zufallsvektors (X;,, ..., X;, ) heifit marginale
Verteilungsfunktion von X. Insbesondere fiir £ = 1 und ¢; = ¢ spricht
man von den so genannten Randverteilungen:

Fx,(x)=P(X;<x), i=1,...,n.
Satz 3.4.1 (FEigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen):

Sei Fx : R" — [0,1] die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X =
(X1,...,X,). Dann gelten folgende Eigenschaften:
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1. Asymptotik:

lim Fx(x1,...,2,) =0, Vi=1,...,n Vzi,...,z, €R,

T;—>—00
lim Fx(x1,...,2n) =1,
T1y...y Ty —>+00
lim Fx(x1,...,2n) = Fix.  x (@i, .o,x4
T —>+ooVG @ {i1, ik} (@1, n) (Xip s ”“)( e i)
wobei F Xy Xiy) (@iy, - .., ) die Verteilungsfunktion der marginalen

Verteilung von
(X - sz) mit {iy,...,ix} C {1,...,n} ist.
Insbesondere gilt

lim  Fx(zi,...,2,) = Fx,(zi), Vi=1,...,n
xj—+00, jFi

(Randverteilungsfunktion).
2. Monotonie: ¥(x1,...,2,) € R™ VYhy,...,hy, >0

Fx(xy+hy,...,20 + hy) > Fx(21,...,2,).

3. Rechtsseitige Stetigkeit:

Fx(z1,...,2p) = lim Fx(yi,.-.,yn) Y(x1,...,2y,) € R™.

Yi—2i+0,i=1,....n

Beweis Analog zum Satz 3.2.1. O

Definition 3.4.2 Die Verteilung eines Zufallsvektors X = (Xi,...,X,)
heifit

1. diskret, falls eine hochstens abzéhlbare Menge C' C R" existiert, fiir
die P(X € C) =1 gilt. Die Familie von Wahrscheinlichkeiten

{P(X =z),x € C}
heiflt dann Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zahldichte von X.

2. absolut stetig, falls eine Funktion fx : R™ — [0, 1] existiert, die Lebesgue—
integrierbar auf R™ ist und fiir die gilt

X1 Tn
Fx(m,-‘.,xn):/ / Ix Wi, yn) dyn - . . dy1,

V(z1,...,2n) € R™. fx heifit Dichte der gemeinsamen Verteilung von
X.
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Lemma 3.4.1 Sei X = (Xy,...,X,,) ein diskreter (bzw. absolut stetiger)
Zufallsvektor mit Zahldichte P(X = ) (bzw. Dichte fx(x)). Dann gilt:

1. Die Verteilung Px von X ist gegeben durch

Px(B) =Y P(X =) bzw. Px(B) = /B fx(z)dzr, B € Bgn.
zeB

2. Die Koordinaten X;, i = 1,...,n sind ebenfalls diskrete bzw. absolut
stetige Zufallsvariablen mit der Randzéhldichte

= Y PXi=y,.... Xic1 =yi1,Xi = 2, Xip1 = Yir1, - X = Un)
(Y1se s Yim 15T,Yig 150y ) EC

bzw. Randdichte
fxi(x) = /Rnf1 x5 %1, T Yig1s - Yn) Ayt - - dyi1 dyigr - - dyy

Vo € R.

Beweis

1. Folgt aus dem eindeutigen Zusammenhang zwischen einer Verteilung
und ihrer Verteilungsfunktion.

2. Die Aussage fiir diskrete Zufallsvektoren ist trivial. Sei nun X =
(X1,...,X,) absolut stetig. Dann folgt aus Satz 3.4.1

F)Q(H?) = lim ) .FX(:cl...xi_l,m,xi+1,...,xn)
Yj—+00,j#£1

o ] ) dya

\:/4 / (/Rn—l fX(yl, e ,yn) dyl e dyi—l dyi—l-l e dyn) dyz

S. v. Fubini

Ix; (i)

Somit ist X; absolut stetig verteilt mit Dichte fx;.

Beispiel 3.4.1 Verschiedene Zufallsvektoren:

1. Polynomiale Verteilung:
X =(Xy,...,X) ~ Polynom(n,p1,...,pr), n€N,p; €l0,1],
1=1,...,k, v pi =1, falls X diskret verteilt ist mit Zahldichte
n!

P(X =z)=P(Xy :SUl,---,Xk:xk):ﬁqul---pik
T1:...Tk!



KAPITEL 3. ZUFALLSVARIABLEN 44

V& = (x1,...,2;) mit z; € NU{0} und S-¥_, ; = n. Die polynomiale
Verteilung ist das k—dimensionale Analogon der Binomialverteilung. So
sind die Randverteilungen von X; ~ Bin(n,p;), i=1,...,k . (Bitte
priifen Sie dies als Ubungsaufgabe!). Es gilt P(XF | X; =n) = 1.

Interpretation:

Es werden n Versuche durchgefiiht. In jedem Versuch kann eines aus
insgesamt k£ Merkmalen auftreten. Sei p; die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von Merkmal ¢ in einem Versuch. Sei

X; = #{Auftretens von Merkmal i in n Versuchen}, i=1,... k.
Dann ist X = (X3,..., Xy) ~ Polynom(n, p1,...,px).

2. Gleichverteilung:
X ~ U(A), wobei A C R” eine beschriankte Borel-Teilmenge von R"
ist, falls X = (Xy,...,X,) absolut stetig verteilt mit der Dichte

ﬁ, (x1,...,2p) €A,

0, sonst,

fx<1'1,...,xn) = {

ist (vgl. Abb. 3.13). Im Spezialfall A = [];-[a;, b;] (Parallelepiped)

€2

]RQ

0 T

Abbildung 3.13: Wertebereich A einer zweidimensionalen Gleichverteilung

sind alle Randverteilungen von X; ebenso Gleichverteilungen:

XiNU[ai,bi], izl,...,n.

Interpretation:

X = (Xi1,...,X,) sind Koordinaten eines zufélligen Punktes, der
gleichwahrscheinlich auf A geworfen wird. Dies ist die geometrische
Wahrscheinlichkeit, denn P(X € B) = [5 fx(y)dy = % fir B €
Brr N A.
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3. Multivariate Normalverteilung:
X =(X1,...,Xn) ~N(u, K), p € R", K eine positiv definite (n xn)-
Matrix, falls X absolut stetig verteilt mit Dichte

1

fx(z) = W

exp{~ (X —w) KX —p)}, zeR"

ist.

Spezialfall zweidimensionale Normalverteilung:

Falls n = 2 und

2
g g10
/,L:(/Ll,/,LQ),K: ! poLe )
pPoO102 0’%

dann gilt det K = 0?02(1 — p?) und

1
felon,aa) = V1= p% 2mo09
1 xr1 — 2 20(x1 — To — To — 2
Xexp{—Q(l_p2) <( 1 2#1) . p(x1 — 1) (e u2)+( 9 QM) >}’

(z1,72) € R? | weil

X

F(z,y)

X

Abbildung 3.14: Grafik der Dichte einer zweidimensionalen Normalvertei-
lung

U
G o1 71721 (vgl. Abb. 3.14).
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Ubungsaufgabe 3.4.1 Zeigen Sie, dass X; ~ N(u;,02), i = 1,2. Diese
Figenschaft der Randverteilungen gilt fiir alle n > 2. Somit ist die multiva-
riate Normalverteilung ein mehrdimensionales Analogon der eindimensiona-
len N(u,0?)-Verteilung.

Interpretation:

Man feuert eine Kanone auf das Ziel mit Koordinaten (1, p2). Dann sind
X = (X3, X>) die Koordinaten des Treffers. Durch die Streuung gilt, dass
(X1, X2) = (u1, u2) nur im Mittel eintritt. Die Varianzen o? und o3 sind
MafBe fiir die Genauigkeit des Feuers.

3.5 Stochastische Unabhingigkeit
3.5.1 Unabhingige Zufallsvariablen
Definition 3.5.1

1. Seien Xj,...,X,, Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P). Sie heilen stochastisch unabhingig, falls

..... Xn)(:vl,...,xn) =Fx,(z1) ... - Fx, (xn), z1,...,2, €R
oder dquivalent dazu,

2. Sei { X}, }nen eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P). Diese Folge besteht aus stochastisch un-

abhédngigen Zufallsvariablen, falls Vk € NVi; < is < -+ < X;,, Xiy, - -

stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen (im Sinne der Definition 1)
sind.

Lemma 3.5.1 Die Zufallsvariablen X7,...,X,, sind genau dann stochas-
tisch unabhéngig, wenn fir alle By,..., B, € Bgr gilt

P(X1€DBy,..., X0 €By) =P(X1€By)-...- P(Xn € By) (3.4)

Satz 3.5.1 (Charakterisierung der stochastischen Unabhdangigkeit von Zu-
fallsvariablen)

1. Sei (Xy,...,Xy,) ein diskret verteilter Zufallsvektor mit dem Wertebe-
reich C. Seine Koordinaten Xj,..., X, sind genau dann stochastisch
unabhéngig, wenn

P(Xlzl‘l,...,Xn:xn) = HP(Xz:xz)

k
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2. Sei (X7i,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit der Wahrschein-
lichkeitsdichte f(x,. x,) und Randdichten fx,. Es gilt, dass die Koor-
dinaten Xy, ..., X, genau dann stochastisch unabhéngig sind, wenn

n

foxaa @y, wn) =[] fx, (@)

i=1
fir fast alle (z1,...,2z,) € R™

Beispiel 3.5.1 1. Multivariate Normalverteilung:
Mit Hilfe des Satzes 3.5.1 kann gezeigt werden, dass die Komponenten
X1,...,X, von
X =(Xy,...,Xn) ~N(u,K)

genau dann unabhéngig sind, wenn k;; = 0, i # j, wobei K = (ki;);';—; -
Insbesondere gilt im zweidimensionalen Fall (vgl. Bsp. 3 Seite 45), dass
Xj und X5 unabhingig sind, falls p = 0.

Ubungsaufgabe 3.5.1 Zeigen Sie es!

2. Multivariate Gleichverteilung:
Die Komponenten des Vektors X = (Xy,...,X,,) ~ U(A) sind genau
dann unabhéngig, falls A = [[;-,[a;, b;] ist. In der Tat gilt dann

n
1
i = (), €A
fx(z1,... ,mn) —_ JIAl - 1(bz a;) H bi—a; —aZ il;[1 fx; (-%'z) T
0, sonst
mit x = (z1,...,Ty,), wobei
0, falls z; ¢ |a;, b;
fX(xi>:{ 1 i ¢ (a5,
m, sonst .

Implizit haben wir an dieser Stelle benutzt, dass

Xi NU[ai,bi], 1= 1,...,n
Herleitung:

1
/ fx(x) dz,, . .. dxiﬂ dz;_1...dr1 = —, I; € [ai, bz]
Rn—1 b?, — a;
Ubungsaufgabe 3.5.2
Zeigen Sie die Notwendigkeit der Bedingung A = [[i—,[ai, b;]!

3. Es gibt Beispiele von Zufallsvariablen X; und Xs, die stochastisch
abhingig von einander sind, so dass X? stochastisch unabhingig von
X2 ist.

Unterschied: Kausale bzw. stochastische Abhéangigkeit!
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Definition 3.5.2 Eine Funktion ¢ : R® — R™ n,m € N heifit Borelsche
Funktion, falls sie Bgn—messbar ist, d.h. VB € Bgm ist ¢~ 1(B) € Bgn.

Bemerkung 3.5.1

1. Sei X = (X1,...,X,)T ein Zufallsvektor, und ¢ : R® — R™ sei Bo-
relsch. Dannist Y = (Y1,...,Y;)? = ¢(X) ebenfalls ein Zufallsvektor.

2. Seien X7, X9 Zufallsvariablen auf (Q, F, P) und ¢1, @2 : R — R Borel-
sche Funktionen. Falls X; und X3 stochastisch unabhéngig sind, dann
sind auch ¢;(X1) und p2(X2) stochastisch unabhéngig.

3.6 Funktionen von Zufallsvektoren

Lemma 3.6.1 Jede stetige Funktion ¢ : R®™ — R™ ist Borel-messbar.
Insbesondere sind Polynome ¢ : R® — R der Form

n;

k
mi, M
gp(:vl,...,xn):Zaixl T
i=0
keN, ag,a1,...,anp € R, my,,...,my, € NU{0},7 =1,...,k Borel-
messbar.

Satz 3.6.1 (Transformationssatz)
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

1. Falls die Abbildung ¢ : R — R stetig und streng monoton wachsend
ist, dann gilt F,(x)(z) = Fx(¢'(z)) V& € R, wobei ¢! die Um-
kehrfunktion von ¢ ist. Falls ¢ : R — R stetig und streng monoton
fallend ist, dann gilt F,(yy(z) = 1 — Fx (¢ Hx)) + P(X = ¢~ }z)),
x €R.

2. Falls X absolut stetig mit Dichte fx ist und C' C R eine offene Men-
ge mit P(X € C) = 1 ist, dann ist ¢(X) absolut stetig mit Dichte

focy ) = fx(@ ') - (™)' (W], vy € @(C), falls ¢ eine auf C
stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(x) # 0, z € C ist.

Beweis

1. Falls ¢ monoton wachsend ist, gilt fiir x € R, dass
Fux)(z) = P(p(X) < 2) = P(X < ¢~ !(2)) = Fx (¢! (2)).
Fiir ¢ monoton fallend gilt fiir x € R

Fyx)(2) = P(p(X) < 2) = P(X > ¢~ (2))

=1-P(X <p '(z)) =1~ Fx(p™'(2)) + P(X = ¢~ !(z)).
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2. Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass C = R und ¢'(z) > 0Vz € R.
Fir ¢/(z) < 0 verlauft der Beweis analog. Aus Punkt 1) folgt

Faol@) = Fxle™(@)
o ()
S

= /_; Ix(@X@) - (@Y (@) dt, =ecR.
e 1 (t)=y

Hieraus folgt f,(x)(f) = fx(™ (1) - 10~ (D).t € R
O

Satz 3.6.2 (Lineare Transformation)
Sei X : QQ — R eine Zufallsvariable und a,b € R, a # 0. Dann gilt Folgendes:

1. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable a X + b ist gegeben durch
P ( ) Fx (fob , a>0
aX+b\l) = _ _
1-Fx (52)+ P (X =22), a<o0.

2. Falls X absolut stetig mit Dichte fx ist, dann ist aX + b ebenfalls
absolut stetig mit Dichte

faxip(z) = ifX (m — b) :

|al a
Beweis 1. Der Fall @ > 0 (a < 0) folgt aus dem Satz 3.6.1, 1), weil
o(x) = aX + b stetig und monoton wachsend bzw. fallend ist.

2. Folgt aus dem Satz 3.6.1, 2), weil p(z) = aX + b stetig differenzierbar
auf C' = R (offen) mit ¢'(x) = a # 0 ist.
O

Satz 3.6.3 (Quadrierung)
Sei X eine Zufallsvariable auf (€2, F, P).

1. Die Verteilungsfunktion von X?2 ist gegeben durch

[ Fx(Vz) = Fx(=Vz)+ P(X = —/z), falls2>0
Fxa(x) =

0, sonst .

2. Falls X absolut stetig mit Dichte fy ist, dann ist auch X2 absolut
stetig mit Dichte

fx2(z) = {2\1/5(fx(\/5)+fx(_\/5))’ x>0

0, sonst .



KAPITEL 3. ZUFALLSVARIABLEN 50

Beweis 1. Fiir 2 < 0 gilt Fy2(2) = P(X? <z) =0.
Fir « > 0 gilt

Fy:(z) = P(X?<uz)=P(X|< V)
= P(-Vz <X <Vz)=PX <Vz) - P(X < —Va)
= Fx(Va) - Fx(=vz) + P(X = —/x).

2. Wegen 1) gilt Fyz2(x) = Fx(yv/z) — Fx(—y/z), da im absolut stetigen
Fall P(X = —y/z) =0 Vz > 0. Daher gilt

N
Fy2(x) = /_ s fx(y)dy =
- /ﬁf()d%—/of()d
= A x\y)ay e x(y) dy
z 1 -
—Ix(VOdt+ [ ——fx(=V?) dt
y=+/t oder y=—+/t /0 2\/i /() 2\/7?

- | 57 (xV + 1x(=vD) ar v = 0.

{i

Daher gilt die Aussage 2) des Satzes.
O

Beispiel 3.6.1
1. Falls X ~ N(0,1), dann ist Y = py+ 0 X ~ N(u,c?).

2. Falls X ~ N(p,0?), dann heiBt die Zufallsvariable Y = X lognormal-
verteilt mit Parametern p und o®. Diese Verteilung wird sehr oft in
O0konometrischen Anwendungen benutzt.

Zeigen Sie, dass die Dichte von Y durch

_ (logz—p)?

222 x>0
0, z <0

gegeben ist.

3. Falls X ~ N(0,1), dann heiBt ¥ = X2 x2-werteilt (Chi-Quadrat-
Verteilung) mit einem Freiheitsgrad.

Zeigen Sie, dass die Dichte von Y durch

_%, x>0
xX
0, <0
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gegeben ist.

Die y2-Verteilung wird in der Statistik sehr oft als die sogenannte
Priifverteilung bei der Konstruktion von statistischen Tests und Kon-
fidenzintervallen verwendet.

Satz 3.6.4 (Summe von unabhdingigen Zufallsvariablen)
Sei X = (X1, X3) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann
gilt Folgendes:

1. Die Zufallsvariable Y = X + X5 ist absolut stetig mit Dichte
fr(@) = [ fxlpa—y)dy, VreR. (3.5)
2. Falls X; und X2 unabhéangig sind, dann heifit der Spezialfall

fY(ﬁ)ZAfxl(y)fxz(x—y)dy, ze€R

von (3.5) Faltungsformel.

Beweis
2) ergibt sich aus 1) fir fx(z,y) = fx,(z) - fx,(y) Va,y €R.

Beweisen wir also 1):

PY<H) = PG <= Fx () da dy
(z,y)€R2: z+y<t

/O:o/t:fX(l",y)dydx
/_O:O/joofx(x,Z—a:)dzdx

{i

Yy—rz=x+y
t
= r,z—x)dr dz,t € R.
&~ . /R fx( )
Fubini
=fy (2)
Somit ist fy(z) = [ fx(z, 2z — x) dx die Dichte von Y = X; + X». O

Folgerung 3.6.1 (Faltungsstabilitit der Normalverteilung):
Falls die Zufallsvariablen X1, ..., X;, unabhéngig mit

XzNN(M270—12> izl,...,n

sind, dann gilt

n n
Xyt X~ N D 07)
i=1 i=1
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Beweis Induktion bzgl. n. Den Fall n = 2 sollten Sie als Ubungsaufgabe
16sen. Der Rest des Beweises ist trivial. O

Satz 3.6.5 (Produkt und Quotient von Zufallsvariablen):
Sei X = (X1, X2) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fy. Dann
gilt Folgendes:

1. Die Zufallsvariable Y = X;- X9 und Z = % sind absolut stetig verteilt
mit Dichten

fria) = [ ,tl,fx (efe.t) dt,

bzw.

fZ(fC)Z/R|t|fx(x-t,t)dt,x€R.

2. Falls X; und X5 unabhéngig sind, dann gilt der Spezialfall der obigen

Formeln 1
@)= [y G0, () dt,
bzw.
f2@) = [ 1fx @ fx O dta R
Beweis Analog zu dem Beweis des Satzes 3.6.4. O

Beispiel 3.6.2 Zeigen Sie, dass X1/x; ~ Cauchy(0,1), falls X, Xo ~ N(0,1)
und unabhangig sind:

1
() = ————, zER.

(22 +1)
Bemerkung 3.6.1 Da X; und X, absolut stetig verteilt sind, tritt das
Ereignis {X2 = 0} mit Wahrscheinlichkeit Null ein. Daher ist X1(w)/x5(w)
wohl definiert fiir fast alle w € Q. Fir w € Q : Xa(w) = 0 kann X1(w)/X5(w)
z.B. als 1 definiert werden. Dies dndert den Ausdruck der Dichte von X1/x,
nicht.



Kapitel 4

Momente von
Zufallsvariablen

Weitere wichtige Charakteristiken von Zufallsvariablen sind ihre so genann-
ten Momente, darunter der Erwartungswert und die Varianz. Zuséatzlich wird
in diesem Kapitel die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen als Maf3 ihrer
Abhéngigkeit diskutiert. Um diese Charakteristiken einfithren zu kdénnen,
brauchen wir die Definition des Lebesgue—Integrals auf beliebigen messba-
ren Rdumen.

Beispiel 4.0.1 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem endlichen Wer-
tebereich C' = {z1,...,z,} und Zéhldichte {p;}}_,, wobei p; = P(X = x;),
i=1,...,n. Wie soll der Mittelwert von X berechnet werden? Aus der An-
tike sind drei Ansétze zur Berechnung des Mittels von n Zahlen bekannt:

e das arithmetische Mittel: z,, = %Z?:l ;i
e das geometrische Mittel: g, = ¥/x1 - z9 ...z,

_ -1
o das harmonische Mittel: h,, = (% A x%)

Um g,, und h,, berechnen zu kénnen, ist die Bedingung z; > 0 bzw. x; # 0
i = 1,...,n eine wichtige Voraussetzung. Wir wollen jedoch diese Mittel
fiir beliebige Wertebereiche einfiihren. Somit fallen diese zwei Moglichkei-
ten schon weg. Beim arithmetischen Mittel werden beliebige x; zugelassen,
jedoch alle gleich gewichtet, unabhéngig davon, ob der Wert x;, wahrschein-
licher als alle anderen Werte ist und somit h&ufiger in den Experimenten
vorkommt.

Deshalb ist es naheliegend, das gewichtete Mittel > ; z;w; zu betrach-
ten, Vi w; > 0, > w; = 1, wobei das Gewicht w; die relative Haufigkeit
des Vorkommens des Wertes x; in den Experimenten ausdriickt. Somit ist
es natiirlich, w; = p; zu setzen, ¢ = 1,...,n, und schreiben EX = > | ;p;.

53
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Dieses Mittel wird “Erwartungswert der Zufallsvariable X” genannt. Der
Buchstabe “E” kommt aus dem Englischen: “Expectation”. Fiir die Gleich-
verteilung auf {xy,...,z,}, d.h. p; = %, stimmt EX mit dem arithmetischen
Mittel z,, iberein. Wie wir bald sehen werden, kann

n
EX =) 2,P(X =)
i=1

geschrieben werden.

4.1 Erwartungswert

Somit kénnen wir folgende Definition angeben:

Definition 4.1.1

1. Sei X eine diskret verteilte Zufallsvariable mit Wertebereich C' und
Zahldichte Px(z). Der Erwartungswert von X ist definiert als

EX =) =z Px(),
zeC

falls Y |z| Px(z) < 0.
zeC

2. Sei X absolut stetig verteilt mit Dichte fx. Der Erwartungswert von
X ist definiert als

EX :/a: fx(z) dx,
R
falls/ |z| fx(x) do < o0
R
—_—
EX]|

Satz 4.1.1 (Eigenschaften des Erwartungswertes)
Seien X, Y integrierbare Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P). Dann gilt Folgendes:

1. Falls X(w) = I4(w) fur ein A € F, dann gilt EX = P(A).
2. Falls X (w) > 0, fir fast alle w € Q, dann ist EX > 0.
3. Additivitat: fir beliebige a,b € R gilt E(aX + bY) = aEX + bEY'.

4. Monotonie: Falls X > Y fiir fast alle w € Q (man sagt dazu “fast
sicher” und schreibt “f.s.”), dann gilt EX > EY.
Falls 0 < X <Y fast sicher und lediglich vorausgesetzt wird, dass Y
integrierbar ist, dann ist auch X integrierbar.
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5. |[EX| < E|X].

6. Falls X fast sicher auf €2 beschrénkt ist, dann ist X integrierbar.

7. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt E(XY) = EX - EY.

8. Falls X > 0 fast sicher und EX = 0, dann gilt X = 0 fast sicher.
Bemerkung 4.1.1

1. Aus dem Satz 4.1.1, 3) und 7) folgt per Induktion, dass

(a) Falls X1,..., X, integrierbare Zufallsvariablen sind und die Ko-
effizienten aq,...,a, € R, dann ist > ;" ; a;X; eine integrierbare
Zufallsvariable und es gilt

n n
=1 =1

(b) Falls Xi,...,X, zusitzlich unabhingig sind und das Produkt
X1 - X, integrierbar ist, d.h. E| X7 ... X,,| < oo, dann gilt

E (HX,-) =[] EX:.
=1 i=1

2. Die Aussage 7) des Satzes 4.1.1 gilt nicht in umgekehrte Richtung;:
aus E(XY) = EX -EY folgt im Allgemeinen nicht die Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen X und Y. Als Illustration betrachten wir folgen-
des Beispiel:

(a) Seien Xj, X5 unabhingige Zufallsvariablen mit EX; = EXy = 0.
Setzen wir X = X7 und ¥ = X7 - Xs. X und Y sind abhéngig
und dennoch

E(XY)=E(X?Xy) =EX? - EX;=0=EX -EY =0-EY =0.

(b) Falls der Zufallsvektor (X, Y') normalverteilt ist, dann sind X und
Y unabhéngig genau dann, wenn E(XY) = EX -EY.

Folgerung 4.1.1

1. Falls X absolut stetig verteilt mit Dichte fx ist, dann gilt
Bg(X) = | gla)fx(a)do.

2. Falls X diskret verteilt mit dem Wertebereich C' = {z1,z2,...} C R"
ist, dann gilt

Eg(X) = Zg(mi)P(X =) = Z g(x)P(X =1x).

zeC
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Beispiele fiir die Berechnung des Erwartungswertes:

1. Poisson—Verteilung: Sei X ~ Poisson(A), A > 0. Dann gilt

o] 00 /\k
_ _ _ -
EX = k§_0j kP(X = k) = k§_0j ke Mo

—)\ZAI{ 1,

= e_A-A-Z)\—':e_)‘)\eA:)\zEX:)\.
= n!

2. Normalverteilung: Sei X ~ N(u,0?), u € R, 0? > 0. Zeigen wir, dass

EX = pu.
EX = /%f (Jl‘)dl‘— ! /OO [L'e_(ziu)zﬁdgj
B R X N V2r-o J-oo
1 00 2
y:f;“ V2m ~[m(0y+p)e Ty
= ye ¥ dy+— / _Qdy—u,
v
:0 \ﬁ
weil
Y +00 +oo +o0
/yeT = (/ +/ )_tdt (/ —/ e_t>:
0 0

re_
==

2
:>/e_y7dy:\/27r — EX =p.
R
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4.2 Varianz

Neben dem “Mittelwert” einer Zufallsvariablen, den der Erwartungswert re-
préasentiert, gibt es weitere Charakteristiken, die fir die praktische Beschrei-
bung der zufilligen Vorgénge in der Natur und Technik sehr wichtig sind.
Die Varianz z.B. beschreibt die Streuung der Zufallsvariablen um ihren Mit-
telwert. Sie wird als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert
eingefiihrt:

Definition 4.2.1 Sei X eine Zufallsvariable mit EX?2 < oc.

1. Die Varianz der Zufallsvariablen X wird als Var X = E(X — EX)?
definiert.

2. v/Var X heifit Standardabweichung von X.

3. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit E|XY| < oco. Die Grofie
Cov (X,Y) =E(X —EX)(Y — EY) heifit Kovarianz der Zufallsvaria-
blen X und Y.

4. Falls Cov (X,Y) = 0, dann heilen die Zufallsvariablen X und Y un-

korreliert.

Satz 4.2.1 (Eigenschaften der Varianz und der Kovarianz)
Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit E(X?) < oo, E(Y?) < co. Dann gelten
folgende Eigenschaften:

1. Cov (X,Y)=E(XY)—-EX - -EY, Var X =E(X?) — (EX)?. (4.1)

2. Cov (aX 4+ b,c¢Y +d) =ac-Cov (X,Y), Va,bc,deR, (4.2)
Var (aX 4+ b) = a*Var (X), Va,beR. (4.3)

3. Var X > 0. Es gilt Var X = 0 genau dann, wenn X = EX fast sicher.
4. Var (X +Y) = Var X + Var Y + 2Cov (X,Y).

5. Falls X und Y unabhéngig sind, dann sind sie unkorreliert, also gilt
Cov (X,Y)=0.

Beweis 1. Beweisen wir die Formel Cov (X,Y) = E(XY) — EX - EY.
Die Darstellung (4.1) fiir die Varianz ergibt sich aus dieser Formel fiir
X=Y.

Cov (X,Y) =E(X — EX)(Y —EY)

(XY XEY — YEX + EX -EY)
(XY)-EX-EY —EY -EX + EX -EY
(XY)-EX -EY.

I
B o d-
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2. Beweisen wir die Formel (4.2). Die Formel (4.3) folgt aus (4.2) fiir
X=Y,a=cund b=d. Es gilt
Cov (aX +b,cY +d) =E((aX +b—aEX —b)(cY +d — cEY —d))
= E (ac(X — EX)(Y — EY))
=acCov (X,Y), Va,bc,deR.

3. Es gilt offensichtlich
Var X =E(X —EX)?>0,da (X —EX)?>0 YweQ.

Falls X = EX fast sicher, dann gilt (X — EX)? = 0 fast sicher und
somit E(X —EX)?=0= Var X =0.

Falls umgekehrt Var X = 0, dann bedeutet es E(X — EX)? = 0 fiir
(X —EX)? > 0. Damit folgt nach Satz 4.1.1, 8) (X — EX)? = 0 fast
sicher = X = EX fast sicher.

4. Es gilt
Var (X +Y)
—EX+Y)? - (B(X +Y))?
=E(X?+2XY +Y?) — (EX +EY)?
= E(X?) +2E(XY) +EY? - (EX)? - 2EX -EY — (EY)?
=EBE(X?) — (EX)24+E(Y? — (EY)?4+2(E(XY) —EX -EY)

Var X Var Y Cov (X,Y)
= Var X + Var Y +2Cov (X,Y).

5. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt nach dem Satz 4.1.1, 7)
E(XY) = EX - EY und somit Cov (X,Y) = E(XY) — EX - EY = 0.

O
Folgerung 4.2.1 1. Es gilt Vara=0 Va € R.
2. Falls Var X =0, dann ist X = const fast sicher.
3. Fir Zufallsvariablen X1, ..., X, mit EX? <oo,t=1,...,n gilt
n n
r (Z Xl-) =) Var X; +2)  Cov (X, X;).
i=1 i=1 1<j
4. Falls Xq,..., X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt
n n
r (ZX,-) =) Var X;.
i=1 i=1
Dies gilt insbesondere dann, wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X, paar-

weise unabhéngig sind.
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Beispiel 4.2.1

1. Poisson—Verteilung:
Sei X ~ Poisson(\), A > 0. Zeigen wir, dass Var X = A.
Es ist uns bereits bekannt, dass EX = A. Somit gilt

k
Var X = EBX*)-X=> ke T —\?
k=0 ——
=P(X=k)
-\ S )‘k 2
= e Z(k(k—l)Jrk)ﬁ—)\
k=1 '
_ AN N S L
= ) k(=g ) ket A
k=1 k=1
=EX=\
oo )\k72 )\2
= e +A—\2
= (k—2)!
= )\Qie_’\ oA -A2 =2
~~ !
m=k—2 m=0

2. Normalverteilung:
Sei X ~ N(u,0?). Zeigen wir, dass Var X = 0. Wie wir wissen, gilt
EX = p und somit

1 _(@=w)?
e 202 dx

Var X = EX -—p)?= /(ZL‘ —p)?
R 2mo
—_———

=fx(z)

1 2/ o 1
= —0 e~ zd
~ 27 Ry Y

_z—p
Y=

1 9 /oo 2 y2
= —0 e z2d| =
vV 2 ooy ( 2
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4.3 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Definition 4.3.1 Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit 0 < Var X,
Var Y < co. Die Grofle

Cov (X,Y)
vVar Xv/Var Y

heifit Korrelationskoeffizient von X und Y.
o(X,Y) ist ein Maf fiir die lineare Abhéngigkeit der Zufallsvariablen X und
Y.

Satz 4.3.1 (FEigenschaften des Korrelationskoeffizienten):
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit 0 < Var X, Var Y < co. Dann gilt

1 Jo(X,Y) < 1.

o(X,Y) =

2. o(X,Y) = 0 genau dann, wenn X und Y unkorreliert sind. Eine hin-
reichende Bedingung dafiir ist die Unabhéngigkeit von X und Y.

3. |o(X,Y)| =1 genau dann, wenn X und Y fast sicher linear abhéngig
sind, d.h., Ja £0,beR: P(Y =aX +b) =1.

Beweis Setzen wir

s _X-BX o Y-EY
- VVar X - VVar Y

Diese Konstruktion fiihrt zu den sogenannten standardisierten Zufallsvaria-
blen X und Y, fir die

EX =0, Var X =1, Cov (X,Y)=E(XY)=0(X,Y)
EY =0, VarY =1.

1. Es gilt
0 < Var (X+Y)=EX+Y) = EX)? £2E(X-Y) + E(Y)?
~—— ~——
Var X=1 Var Y=1

= 2£20(X,Y) =14 0(X,Y) > 0= [o(X,Y)| < 1.

2. Folgt aus der Definition 4.3.1 und dem Satz 4.2.1, 5).

3.4“<” Falls Y = aX + b fast sicher, a # 0, b € R, dann gilt Folgendes:
Bezeichnen wir EX = p und Var X = ¢2. Dann ist EY = ap +b,
Var Y = a? - 02 und somit

__ X — X 4+ b—au—
o(X,Y) = E(XY) :E< poaX b= ap b)
o la| - o

X —p\? =
:E<( M) -sgna)zsgna-E(XQ):sgna:jzl.
——

(2

I Var X=1
X2
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“=" Sei [o(X,Y)| = 1. O.B.d.A. betrachten wir den Fall o(X,Y) = 1.
Aus 1) gilt Var (X —Y)=2-20(X,Y)=0= X — Y = const
fast sicher aus dem Satz 4.2.1, 3). Somit sind X und Y linear
abhingig.

Fiir den Fall o(X,Y) = —1 betrachten wir analog

Var (X +Y) =2+20(X,Y) =0.

4.4 Hohere und gemischte Momente

Aufler des Erwartungswertes, der Varianz und der Kovarianz gibt es eine
Reihe von weiteren Charakteristiken von Zufallsvariablen, die fiir uns von
Interesse sind.

Definition 4.4.1 Seien X, X1, ..., X, Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P).

1. Der Ausdruck up = E(X*), k € N heifit k-tes Moment der Zufallsva-
riablen X.

2. jip = B(X —EX)* k € N heiBt k-tes zentriertes Moment der Zufalls-
variablen X.

3. E (Xfl S Xﬁ”) , k1,...,kn € N heifit gemischtes Moment der Zu-
fallsvariablen X1,...,X,, der Ordnung k =k1 + ...+ k.

4. E [(Xl —EX)R (X - EXn)k"} heiflt zentriertes gemischtes Mo-
ment der Zufallsvariablen X1,..., X, der Ordnung k = k1 + ... + k.

Anmerkung:

(a) Die angegebenen Momente miissen nicht unbedingt existieren,
beispielsweise existiert EX*, k € N fiir X ~ Cauchy(0, 1) nicht.

(b) Offensichtlich ist Var X das zweite zentrierte Moment von X,
genauso wie Cov (X,Y') das zweite zentrierte gemischte Moment
von X und Y ist. Dabei haben Momente dritter und vierter Ord-
nung eine besondere Bedeutung;:

Definition 4.4.2 1. Der Quotient
T E(X - EX)3 -
7 = Sch(X) = /{3 = = ( )3 :E(X?’)
Vip)?  /(Var X)

heifit Schiefe oder Symmetriekoeffizient der Verteilung von X. Falls
~v1 > 0, dann ist die Verteilung von X rechtsschief bzw. linkssteil (fiir
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N

linksschief

T

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Schiefe einer Verteilung an Hand der
Grafik ihrer Dichte

~v1 < 0 linksschief bzw. rechtssteil) vgl. hierzu Abbildung 4.1. Es ist
ein Maf fiir die Symmetrie der Verteilung.

2. Der Ausdruck

fs . E(X—EX) .y
2= Ty O (X*) -3

heifit Wolbung (Exzess) der Verteilung von X. Es ist ein Maf fiir die
“Spitzigkeit” der Verteilung:

v9 >0 — Verteilung steilgipflig
v9 <0 — Verteilung flachgipflig, vgl. Abb. 4.2.

Die beiden Kerngroflen messen Abweichungen der Verteilung von X

N

Xz

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Woélbung einer Verteilung an Hand
der Grafik ihrer Dichte

von einer Gaufischen N (u, 0?)-Verteilung, fiir die v = 72 = 0.
Ubungsaufgabe 4.4.1 Beweisen Sie, dass 71 = v2 = 0 fiir X ~ N(p, 0?).
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4.5 Entropie

In der Physik wird die Entropie als ein logarithmisches Maf fiir das Chaos
bzw. Ordnung, Diversitit oder Vielfalt der energetischen Ebenen eines ther-
modynamischen Systems verstanden. In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist
es schlicht eine weitere Erwartung—basierte Charakteristik einer Zufallsva-
riablen X, die die Grofie des Wertebereichs C' von X bzw. ihre Konzentration
innerhalb von C wiedergibt.

Nachdem C. Shannon (1943-1948) den von L. Boltzmann in den 1870er
Jahren eingefiihrten statistischen Begriff der Entropie in der Informations-
theorie anwendete, wurde dieser in den Arbeiten [26, 27] von A. Rényi weiter
verallgemeinert:

Definition 4.5.1 Sei die Zufallsvariable X : @ — R diskret verteilt mit
Wertebereich C.

1. Die Shannon'-Entropie von X wird eingefiihrt als

H(X):=-) Pr(X =z)logPr(X =z).
zeC

2. Die Rényi ?~Entropie der Ordnung a > 0, o # 1 von X wird definiert
durch

H,(X):=(1-a)tlog (Z (Pr(X = x))a> .

zeC

Definition 4.5.2 Die Zufallsvariable X : 2 — R sei absolut stetig verteilt
mit Dichte fx.

1. Die differentielle Entropie von X nennt man die Grofle

WX = = [ fx()log fx(y) dy.
R

2. Die differentielle Rényi—Entropie der Ordnung o > 0, a # 1 von X
ist entsprechend gleich

ha(X) = (1= ) log [ f5(y)dy.
R

Auf Grund des folgenden Grenzwertverhaltens fiir « — 1 werden wir die
Bezeichnungen Hi1 = H, h1 = h verwenden:

'Benannt nach dem amerikanischen Mathematiker Claude E. Shannon (1916-2001),
dem Vater der stochastischen Informationstheorie.
*Benannt nach ihrem Urheber ungarischen Mathematiker Alfréd Rényi (1921-1970).
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Lemma 4.5.1 (Eigenschaften der Entropie) Sei X eine Zufallsvariable mit
einer diskreten bzw. absolut stetigen Verteilung. Fiir beliebiges a > 0 gelten
folgende Eigenschaften:

1.

2.

Asymptotik in a: H(X) = limy—1 Ho(X) bzw. A(X) = lima—1 ha(X).

Verschiebungsinvarianz: Hy (X +b) = Hy(X) bzw. ho(X +b) = ha(X)
fiir beliebiges b € R.

Skalierung: H,(aX) = Ha(X), ha(aX) = ho(X)+log |al fiir beliebiges
a # 0.

Beweis 1. Beide Aussagen folgen unter Verwendung von der L’Hospital-

Regel, indem man den Zahler in H,, h, und den Nenner 1 — « bzgl.
« differenziert und dann o« — 1 streben lasst.

Fiir diskrete Zufallsvariablen X bewirkt die Addition einer Konstanten
b lediglich die Verschiebung ihres Wertebereichs (C' +b), was durch die
Substitution £ — x — b in der Definition 4.5.1 behoben wird. Fiir
absolut stetig verteilte Zufallsvariablen X folgt die Aussage direkt aus
Satz 3.6.2.

Beweisen wir die Aussagen fiir a # 1. Der Fall o = 1 folgt daraus mit
Hilfe des Grenzwertiibergangs fiir « — 1, siehe Punkt 1. Die Behaup-
tung fiir H, wird analog wie im Punkt 2 bewiesen mit Substitution
x +— x/a in der Summe. Nach dem Satz 3.6.2 gilt fiir h,, dass

ha(aX) = (1 =)~ log [ ol f(v/a) dy
R

— (1 =) loglal'~® + (1~ @) log [ £3(y/a)d(y/a)
R

— log |a] + ha(X).

Bemerkung 4.5.1 1. Es gilt

H(X) = —Elogpx(X), Ha(X)=(1-a) "logEp§ '(X),

hX)=-Elog fx(X), ho(X)=(1—-a)  logEfy(X),

wobei px bzw. fx die (Z&hl)Dichte der diskret bzw. absolut stetig
verteilten Zufallsvariablen X ist. Dei erste dieser Gleichungen wird
in der Informationstheorie als die erwartete Information interpretiert,
gewonnen aus der Beobachtung von X.
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2. Die Entropien H, bzw. hs, a > 0, kénnen auf dhnlichem Wege auch
fiir Zufallsvektoren (H, sogar fiir beliebige Zufallselemente) eingefiihrt
werden, da ihre Definition lediglich von den (Z&hl)Dichten Gebrauch
macht.

3. Sei @ > 0 beliebig. Obwohl H,(X) > 0 fir alle diskret verteilten
Zufallsvariablen X, kann h,(X) auch negative Werte annehmen, vgl.
Beispiel 4.5.1.

4. In der Informationstheorie ist es iiblich, den natiirlichen Logarithmus
(zur Basis €) in den Definitionen 4.5.1, 4.5.2 durch den log, zu erset-
zen, was mit der bindren Kodierung bei der Informationsiibertragung
zusammenhéngt.

Beispiel 4.5.1 Die Entropie H, bzw. h, von zwei wichtigen Verteilungen
sei hier gegeben, wobei a > 0 beliebig ist:

1. Gleichverteilung: Fir X ~ U{z1,...,2,}, n € N, und Y ~ U[0, M],
M > 0, gilt Hy(X) = logn, he(Y) = log M. Dabei ist die Entropie
gleich Null fiir eine konstante X und tendiert gegen +oo mit unbe-
grenzt wachsender Anzahl n der Zustdnde des Systems. Fiir M — 40
gilt dagegen hy(Y) — —oo.

2. Normalverteilung: Fiir X ~ N(u,02), p € R, o > 0, gilt

ha(X) = log o + ~ log 27 + 2 a=1,
o =logo + = log 2w 1
2 rzg_o‘l), a>0,a#1.
Wir schlussfolgern limy, 4 ho(X) = —00, limy—s 400 ho(X) = +o0.

Ubungsaufgabe 4.5.1 Zeigen Sie, dass die Entropie einer Zufallsvariablen
a—1

X ~ Exzp(\), A > 0, durch hy(X) = (1>\—T)a’ a >0, a# 1, sowie h(X) =

1 —log A gegeben ist.

Die statistische Schiatzung der Entropie wird in den Arbeiten [15, 4, 33,
6, 22, 19, 18, 25] ausfiihrlich behandelt.

4.6 Ungleichungen
Satz 4.6.1 (Ungleichung von Markow):
Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein » > 1. Dann gilt

E[X]"

PX|>¢) < 220 ve s,

Beweis Es gilt
EIX[" = E(X|"- I(|X] <)) +E(|X]"- I(|X] > ¢))

>0
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> E( - I(|X]|>¢) =" P(X]>¢),
daher P(|X| > ¢) < EXI° O

e

Folgerung 4.6.1 (Ungleichung von Tschebyschew).

1. Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < oo und € > 0. Dann gilt

Var X
5

P(|JX —EX|>¢) <
€
2. Sei Ee*X < oo fiir ein s > 0. Dann gilt

Ee)\X

Beweis Benutze die Markow—Ungleichung fiir die Zufallsvariable

1. Y =X —EX und r =2 und
2.V =M >0,e=e0, r=1.
O

Beispiel 4.6.1 Der Durchmesser der Mondscheibe wird aus den Bildern
der Astrophotographie folgendermafien bestimmt: bei jeder Aufnahme der
Mondscheibe wird ihr Durchmesser X; gemessen. Nach n Messungen wird
der Durchmesser als X,, = % 1 X; aus allen Beobachtungen geschétzt.
Sei 1 = EX; der wahre (unbekannte) Wert des Monddurchmessers. Wie
viele Beobachtungen n miissen durchgefiihrt werden, damit die Schétzung
X, weniger als um 0,1 vom Wert y mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
0,99 abweicht? Mit anderen Worten, finde n: P(|X,, — u| < 0,1) > 0,99.
Diese Bedingung ist dquivalent zu P(|X,, —u| > 0,1) <1-0,99 = 0,01. Sei
Var X; = 02 > 0. Dann gilt
2

- 1 & 1
VaI“ XTL — 72 . ZV&I‘ XZ e 72 -n - 0'2 = —,
n i— n n

wobei vorausgesetzt wird, dass alle Messungen X; unabhéngig voneinander
durchgefithrt werden. Somit gilt nach der Ungleichung von Tschebyschew
Var X, B o2

0,12 n-0,01’

P(|Xn —p| >0,1) <

woraus folgt, dass
2

o
n>-—— =10% 02.

(0,01)2
Fiir 0 = 1 braucht man z.B. mindestens 10000 Messungen! Diese Zahl zeigt,
wie ungenau die Schranke in der Ungleichung von Tschebyschew ist. Eine
viel genauere Antwort (n > 670) kann man mit Hilfe des zentralen Grenz-
wertsatzes bekommen. Dies wird allerdings erst im Kapitel 5 behandelt.



Kapitel 5

Grenzwertsatze

I Gesetze der groBen Zahlen l ‘ zentraler Grenzwertsatz l

In diesem Kapitel betrachten wir Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, die Naherungsformeln von grofler anwendungsbezogener Bedeutung
liefern. Dies wird an mehreren Beispielen erldutert.

5.1 Gesetze der groflen Zahlen

oo

schwaches Gesetz der groBen Zahlen starkes Gesetz der groBen Zahlen
P f.s.
(—) (—)

Ein typisches Gesetz der groflen Zahlen besitzt die Form

1 n
-3 Xi — EXy, (5.1)
n i1 n—,oo

67
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wobei { X, },eny unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X, 4 Xo,
E|Xo| < oo sind.

Die Konvergenz in (5.1) wird entweder in Wahrscheinlichkeit oder fast sicher
verstanden.

Definition 5.1.1 Sei {X,, },cn eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Sei X eine weitere Zufallsvariable
auf (Q, F, P). Man sagt, die Folge {X,,} konvergiert gegen X fiir n — oo

1. fast sicher oder mit Wahrscheinlichkeit 1 (X, n%o X), falls

Plwe: X,(w) — X(w)}) =1.

n—oo

2. in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch (X _% X), falls
n—oo

Ve>0 P(|X,—X|>e) — 0.

n—oo

Wenn gemeint ist, spricht man von dem schwachen Gesetz der

grofien Zahlen. Falls ts, gemeint ist, heifit die Aussage (5.1) starkes Ge-
setz der grofien Zahlen.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen S, = 31" | X;, X,, = %
fir all n € N, fiir eine Folge {X,, }en von Zufallsvariablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P).

5.1.1 Schwaches und Starkes Gesetz der groflen Zahlen

Satz 5.1.1 (Markow)
Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) mit EX? < oo Vi. Falls

Var X,, — 0, (5.2)
n—oo

dann gilt

- 1 P

X, ——Y EX; — 0.
Folgerung 5.1.1 Seien die Zufallsvariablen {X,,},en im Satz 5.1.1 unab-
héngig. Dann gilt Folgendes:

1. Die Bedingung Var X, —2 0 bekommt die Form
n o

1 n
ﬁ;\/ar Xi — 0.
1=
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2. Falls Var X,, < ¢ =const Vn € N, dann gilt die Bedingung (5.2) und
somit die Aussage des Satzes 5.1.1 (Satz von Tschebyschew).

3. Insbesondere ist die Bedingung Var X,, < ¢ = const Vn € N erfiillt,
falls { X, }nen unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit

EXn:u,Vaan:UQ<oo

sind. Dann nimmt das schwache Gesetz der grofien Zahlen die klassi-

sche Form
1 & P

an.

Die Existenz der zweiten Momente ist fiir das schwache Gesetz der grofien
Zahlen nicht entscheidend. So kann man mit Hilfe der charakteristischen
Funktionen folgenden Satz beweisen:

Satz 5.1.2 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen von Kchintschin)

Sei { X, }nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen, integrierbaren Zu-
fallsvariablen, n € N, mit demselben Erwartungswert EX,, = u < co. Dann
gilt

~ P
Xn —
n—00

Satz 5.1.3 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorow)
Seien { X, },en unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen. Es gilt, dass

X, ts, u genau dann, wenn IEX,, = u < oo.
n—oo

5.1.2 Anwendung der Gesetze der groflen Zahlen

1. Monte-Carlo-Methoden zur numerischen Integration
Sei g : [0,1] — R eine beliebige stetige Funktion. Wie kann man
mit Hilfe der Gesetze der groflen Zahlen

1 1
/[Ol]dg(x)dx:/o /0 g(xz1,...,xq)dxy ... drg

numerisch berechnen?

Der Algorithmus ist wie folgt:

o Generiere eine Folge von Realisierungen von unabhéngigen iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen

Xi,..., X, mit X; ~[0,1]%,i=1,...,n.
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o Setze
1 n
de ~ — X; 5.3
Jy 9@ 5320l (53)

fiir grofle n. Dieser Vorgang ist berechtigt, denn nach dem Satz
5.1.3 gilt

L& f.s.
n Y 9(Xi) = Eg(X) = /[o,l]d g(x)dz

und somit gilt (5.3) fiir ausreichend grofie n.

Bemerkung:

Dieselbe Methode kann durch geeignete Transformation vom Integra-
tionsgebiet G C R? und andere Wahl von Zufallsvariablen X; auf die
Berechnung von [ g(x) dx erweitert werden, G' kompakte Teilmenge
von R?. So geniigt es nur X; ~ U(G), i = 1,...,n zu betrachten.

2. Numerische Berechnung der Zahl 7:
Wie kann 7 mit Hilfe eines Rechners beliebig genau berechnet werden?
Dazu wird das starke Gesetz der grofien Zahlen wie folgt verwendet:

o Generiere Realisierungen von unabhéngig und identisch verteil-
ten Zufallvektoren Xi,...,X, € R? mit X; ~ U[-1,1]%,i =

1,....n.
o Es gilt
4 n
T =Y (X <1) (5.4)
nz:l
fiir grofle n.

In der Tat, nach dem Satz 5.1.3 gilt

1 & s B0
S 11X < 1) 2 EI(X| < 1) = P(Xi| <1) = 15O

=1

Somit ist die Verwendung der Berechnungsformel (5.4) berechtigt fiir
grofle n.
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5.2 Zentraler Grenzwertsatz

Fiir die Gesetze der grolen Zahlen wurde die Normierung % der Summe S,, =
Yoy X gewdhlt, um S—n" ivd EX; zu beweisen. Falls jedoch eine andere
Normierung gewéhlt wird, so sind andere Grenzwertaussagen moglich. Im
Fall der Normierung ﬁ spricht man von zentralen Grenzwertsitzen: unter
gewissen Voraussetzungen gilt also
Sn —nEX 1 d

— Y ~ N(0,1).
v/nVar X, n—oo (0,1)

5.2.1 Klassischer zentraler Grenzwertsatz

Satz 5.2.1 Sei {X,},en eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit EX; = p,
Var X; = 02, wobei 0 < 02 < co. Dann gilt

Sn — ni 1 z
Pl——< O(r) = —
( N x) — (@) V2 \/foo ‘

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)—verteilten Zufallsvariablen
ist.

_ .2
Tydy Ve e R,

Folgerung 5.2.1 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.2.1 gilt zusétzlich

P<S"_n“<x> — ®(z) VzeR,

P(aﬁ%§b) — ®(b)— @(a) Ya,bER, a<b.

Beispiel 5.2.1 1. Satz von de Moivre—Laplace

Falls X, ~ Bernoulli(p), n € N unabhéngig sind und p € (0, 1), dann

geniigt die Folge {X,}ney mit EX,, = p, Var X,, = p(1l — p) den

Voraussetzungen des Satzes 5.2.1. Das Ergebnis

S
on P 4y y O N(0, 1)
np(l —p) n—eo

wurde mit einfachen Mitteln als erster zentraler Grenzwertsatz von
Abraham de Moivre (1667-1754) bewiesen und tragt daher seinen Na-
men. Es kann folgendermaflen interpretiert werden:
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Falls die Anzahl n der Experimente grof§ wird, so wird die Binomial-
verteilung von S,, ~ Bin(n,p), das die Anzahl der Erfolge in n Expe-
rimenten darstellt, approximiert durch

P(agSngb):P< a—np _ Su—np b—np )

Vnp(1—p) = Vp(1—p) = /np(l —p)
%<I>< b—np >_q>< a—np >’
np(1 —p) np(1 —p)
Va,be R, a<b, wobeipe (0,1) als die Erfolgswahrscheinlichkeit in
einem Experiment interpretiert wird. So kann z.B. S, als die Anzahl

von Kopf in n Wiirfen einer fairen Miinze (p = 1) betrachtet werden.
Hier gilt also

2b—n 2a —n
Pla < < ~ & - .
(a_ Sn < b) n—grof3 < \/ﬁ ) ( \/ﬁ ) , a<b

2. Berechnen wir die Anzahl der notwendigen Messungen des Monddurch-
messers im Beispiel 4.6.1 mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes:
Im Allgemeinen gilt es ein n € N zu finden, so dass

P(‘Yn—,u‘ §E> >1-4.
Fiir den Fall von Beispiel 4.6.1 folgt

P(| X, —pu[ <0,1) > 0,99,
oder aquivalent dazu

P(|X, —pul>0,1) <0,01,

wobei X, = 137 | X ist. Es gilt

:2@(0’1\/ﬁ>—1=2¢<5\/ﬁ>—1$1—5
ag g

weil N(0,1) eine symmetrische Verteilung ist und somit

O(x)=1—P(—x)Vzx eR
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gilt.

Es muss also 2 (%) —1 > 0,99 erfiillt sein. Dies ist dquivalent zu

0,1 1,99 0,1
<I>< ’ \/ﬁ>> 2 =0,995 «— J><I>—1(0,995)
g

o 2
oder
o2 o2 (®71(0,995))*
(pfl 2 — )
n 1)2( (0,995)%) X
02(2,58)2
_ 9 \&99) 2, 4.
0ot o2 - 665, 6

Fiir 02 = 1 ergibt sich die Antwort

n > 666

5.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt méchten wir die Schnelligkeit der Konvergenz im zentra-
len Grenzwertsatz untersuchen. Damit aber diese Fragestellung tiberhaupt
sinnvoll erscheint, muss die Konvergenz im zentralen Grenzwertsatz gleich-
méfig sein:

— 0.

su
b n—00

TL_ X _
p (Zk—l’fn“ < x> — ®(x)
z€eR

vno T

Das ist tatsdchlich der Fall, wie aus der Stetigkeit von ®(z) und dem fol-
genden Lemma 5.2.1 hervorgeht.

Lemma 5.2.1 Seien {F,}2°, F' Verteilungsfunktionen, sodass F'(x) stetig
ist Vo € R und F,(x) — F(z) Vo € R. Dann ist die Konvergenz von F,

n—oo
zu F' gleichmdfSig:

Sup [Fn(2) = F(x)] — 0.

Satz 5.2.2 (Berry-Esséen)
Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit EX,, =y, Var X,, = 02 > 0, E|X,,|? < 0o. Sei

Z?:l Xi —np

Fo(z) = P ( N

S:J:), reR, neN.

Dann gilt
c-B|lXy — p
F —d <
ilelgl n(T) — ®(2)| < Y

. . . 1 1
wobei ¢ eine Konstante ist, o < ¢ <0,4785, o 0, 39894.
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5.2.3 Grenzwertsatz von Lindeberg

Im klassischen zentralen Grenzwertsatz wurden Folgen von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen betrachtet. In diesem Abschnitt
lassen wir die Voraussetzung der identischen Verteiltheit fallen und formu-
lieren einen allgemeineren Grenzwertsatz in der Form von Lindeberg.

Satz 5.2.3 (Lindeberg)
Sei { X, fnen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit EX,, = iy,
0< 07% =Var X,, <ooVn. Sei S, = > ;1 Xi, D . Falls

DQZE(Xk—uk) : (!Xk—uwsDn)) .0,
n k=1
dann gilt
_\n
SnZ izl 4oy N, 1),

D, n—00

Folgerung 5.2.2 Sei {X,,},en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen mit |X,| < ¢ < coVn € N und D, —72 0. Dann gilt der zentrale
n—oo

Grenzwertsatz in der Form des Satzes 5.2.3.

Beweis Wir miissen die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung priifen: aus
der Ungleichung von Tschebyschew folgt

B (X5 = m)? (1 Xe = el > €Dy)) < (20)P(| Xy — | > eD)
| Xk |<c,|EXg|<c
2
2 Tk
< dc 52D2 n?o O
fir 1 < k < n und somit
=D2
—N—




Kapitel 6

Monte—Carlo—Simulation von
Zufallsvariablen

Man kann ein Objekt der Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B., ein Zufallsele-
ment) erst tief verstehen, wenn man es auf dem Rechner nachbilden (d.h.,
simulieren) kann. Der Ausdruck Monte—Carlo— Simulation wurde erstmals
1949 in der Arbeit [20] geprigt. Seine Urheber amerikanische Mathematiker
Nicholas Metropolis und Stanislaw M. Ulam' wollten dabei verdeutlichen,
dass Simulationsvorginge dem Roulette—Spiel (wofiir der Stadtteil Monte—
Carlo im Firstentum Monaco bekannt ist) in einer gewissen Hinsicht &hn-
lich sind. Die Basis solcher Simulationen bilden sogenannte pseudozufdllige
Zahlen, die als unabhéngige Realisierungen einer auf (0,1) gleichverteilten
Zufallsvariable interpretiert werden. Mitte des 20. Jahrhunderts wurden fiir
die Erzeugung solcher Zahlenfolgen noch physikalische Geréte benutzt, die
natiirliche Fluktuationen (d.h., Rauschen) von z.B. elektrischer Spannung
gemessen haben, und bei Uberschreitung eines vorgegebenen Spannungsni-
veaus Eins, und sonst Null als bindre Zufallszahlen generiert haben. Diese
binaren Zahlenfolgen wurden als eine Binardarstellung einer zufilligen Zahl
auf dem Intervall (0, 1) interpretiert. So generierte Zahlenfolgen wurden in
Tabellen zufélliger Zahlen gespeichert. Seit der Entwicklung méchtiger Com-
puter gelten solche direkten Methoden als antiquiert. Sie wurden durch rech-
nergestiitzte Generatoren von Pseudozufallszahlen ersetzt.

6.1 Pseudozufallszahlen

Es mag {iberraschend erscheinen, dass auf einem Rechner, der determinis-
tisch arbeitet und so keine Zufélle zulésst, zufallige Zahlen simuliert werden

!Die Monte-Carlo Methoden wurden wihrend des 2. Weltkrieges von Metropolis sowie
Ulam zusammen mit den amerikanischen Physikern Enrico Fermi und John von Neumann
in Los Alamos, USA im Rahmen des beriichtigten Manhattan-Projekts entwickelt. In dem
Projekt ging es um die Erschaffung der ersten Atombombe.

75
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kénnen. In Wirklichkeit liefert der Rechner eine periodische Folge von deter-
ministischen Zahlen, wobei die Periode jedoch ausreichend grof} ist. Somit
wiederholen sich die Werte der pseudozufilligen Zahlen selbst bei relativ
langen Simulationsstudien nicht. Man sagt, dass eine Folge von pseudozu-
falligen Zahlen eine Zufallsvariable X simuliert, wenn diese Folge anndhernd
dieselben statistischen Eigenschaften aufweist wie eine Stichprobe von unab-
héngigen Realisierungen von X. Dies kann mit Hilfe statistischer Tests auf
Gleichverteiltheit wie z.B. dem Kolmogorov—Smirnov-Test, y2-Test, usw.
nachgewiesen werden.

Wie kann man eine U(0, 1)—verteilte Zufallsvariable simulieren? Auf dem
Rechner wird diese absolut stetige Verteilung durch eine diskrete Gleichver-
teilung ersetzt, die diese ausreichend gut approximiert. Wenn wir z.B. pseu-
dozufillige Zahlen mit einer Genauigkeit bis auf d Dezimalstellen brauchen,
so kann der Wertebereich dieser diskreten Gleichverteilung als

{k/10%: k=1,...,10¢ =1}
gewihlt werden. Jeder Wert k/10% wird mit Wahrscheinlichkeit

1
Ph= 0021
angenommen.

Die Klasse der Methoden, die solche Verteilungen simulieren kénnen,
heifit Generatoren pseudozufilliger Zahlen. Sie unterscheiden sich in ihren
Eigenschaften und in ihrer Komplexitat. Die meisten modernen Generatoren
arbeiten iterativ, also liefern eine Zahlenfolge = = G(zk—1), k € N, wobei
G :(0,1) — (0,1) eine Abbildung ist und der Anfangswert ug € (0, 1) fixiert
wird. Es ist klar, dass alle Punkte (zx, G(zx)) € [0,1]? auf der Grafik von G
liegen, somit soll G gewéhlt werden, sodass ihre Grafik moglichst dicht das
ganze Einheitsquadrat [0, 1)? fiillt. Erst dann haben die Punkte (zy, G(x}))
eine Chance, pseudogleichverteilt auf [0, 1]? auszusehen. Als ein natiirlicher
Kandidat fiir eine solche Funktion gilt G(x) = |ax], z € (0,1), wobei |az]
der ganze Teil von azx und a > 0 eine sehr grofie Zahl sind.

Hier werden wir zwei einfache Generatoren dieser Art kennen lernen.
Weitere Generatoren kénnen den Biichern [17, 21, 11, 29, 36, 13] entnommen
werden.

1. Residuenmethode?: Seien a,n € N, wobei n und (n — 1)/2 Primzahlen
sind. Es gelte zusitzlich a(»1)/2 = —1 (mod n). Definiere die Folge

up = augp—q1 (mod n), k€N, (6.1)

wobei der Anfangswert ug € {1,...,n — 1} der Keim der Folge (engl.
seed) heifit. Somit werden z; = uy/n als unabhéngige Realisierungen

2Sie heiBt auf Englisch residual method oder congruential method. Thre Idee wurde von
D.H. Lehmer (1949) vorgeschlagen.
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der Zufallsvariable X ~ ¢/(0, 1) interpretiert. Man kann beweisen, dass
die Folge {uy} fur beliebiges ug die Periode n — 1 hat. Somit kann x,
héchstens n — 1 Werte annehmen. Beispielsweise erfiillen a = 1000
und n = 2001179 die obigen Voraussetzungen. Alternativ kann man
a =5, n = 2% mit ug = 1 benutzen, selbst wenn a und n die obigen
Voraussetzungen nicht erfiillen. Die Periode einer solchen Folge wird
gleich 240 sein.

Wie genau ist der Generator (6.1)? Sei Uy eine auf {1,...,n—1} gleich-
verteilte Zufallsvariable. Somit erzeugt die Relation (6.1) die Folge
Ui = aUg—_1 (mod n) von Zufallsvariablen, auf deren Basis eine neue
Folge X} = Uj/n konstruiert wird, die mit X ~ 2/(0,1) verglichen
werden soll. Man kann zeigen, dass alle X} identisch verteilt sind mit
Mittelwert

EX,=EX =1/2
und Varianz

n-2 1 vax

12n 12

falls n — oo. Die Zufallsvariablen X} sind offensichtlich nicht unab-
héngig voneinander. Man kann zeigen, dass der Korrelationskoeffizient

Var Xk =

Corr(Xg, Xk+1) = Cov( Xy, Xit1) ~1/a
i VVar Xy Var Xjq

und somit nicht Null ist.

2. Seien a = 10™ + 1 fir m € N, b € N nicht teilbar durch 2 oder 5, und
sei n = 10? fiir d € N. Definiere die Folge

ug = aug—1 + b (modn), keN (6.2)

fiir einen Keimwert ug. Die Periode der Folge (6.2) ist n — 1. Setze
xp =ug/n, k € Z.

Um bei unterschiedlichen Simulationsvorgingen verschiedene Folgen (6.1)—
(6.2) zu bekommen, soll deren Keimwert uy so oft wie moglich gedndert
werden. Eine Ausnahme aus dieser Regel bilden Berechnungen, bei denen
dieselbe Folge von Pseudozufallszahlen verwendet werden soll.

Im Folgenden nehmen wir an, dass wir ausreichend gute unabhéngige
Realisierungen der Zufallsvariablen U ~ U(0, 1) generieren kénnen. Um an-
dere Zufallsvariablen auf Basis einer Gleichverteilung simulieren zu kénnen,
gibt es eine Reihe von Methoden wie z.B. die Inversionsmethode oder die
Akzeptanz— und Verwerfungsmethode.
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6.2 Inversionsmethode

78

Die Simulation von Zufallsvariablen X auf dem Rechner ist moglich, falls
ihre Quantilfunktion F'y L explizit berechnet werden kann. Insbesondere ist
es der Fall, wenn die Verteilungsfunktion Fx strikt monoton steigend ist,
und damit die Quantilfunktion Fy ! mit der herkémmlichen Inversen von Fx
iibereinstimmt. Zur Simulation erzeugt man dann eine Pseudozufallszahl
u, die ein Zufallsgenerator des Rechners hergibt, und die (néherungsweise)
einer Realisierung der Zufallsvariablen U ~ U/(0, 1) entspricht. Der Ausdruck
Fi ' (u) liefert dann eine Realisierung von X.

Die Inversionsmethode gehort zur Klasse der sog. Transformationsme-
thoden zur Simulation von Zufallsvariablen. Diese bauen auf den Zusam-
menhéngen der Art X 4 T(Y) auf, wobei man den Zufallsvektor ¥ =
(Y1,Ys,...,Y,), m € N simulieren kann, und die messbare Transformation
T: A — R findet, A € Bgrm, so dass man aus Y die gesuchte Zufallsvariable
X bekommt.

Beispiel 6.2.1 1. Ezponentialverteilung: Sei X ~ Exp(A) fiir ein A > 0.
Thre Quantilfunktion ist gegeben durch Fy'(y) = —A"'log(1 — y),
y € [0,1). Damit kann X per Inversionsmethode durch

4

XL A llog(l—U)L N loglU, U~U(0,1)

simuliert werden, weil hier 1 — U Ly gilt. Da P(U = 1) = P(U =
0) = 0, sind Realisierungen von X f.s. endlich.

2. Bernoulli-Verteilung: Um X ~ Ber(p), p € (0,1) zu simulieren, kann
die Inversionsmethode wie folgt verwendet werden. Es gilt

1, z>1,
Fx(l'): 1_p7 $€[071)7
0, z <0

und somit Fy'(y) = I(y > 1 — p). Daher simuliere

X=IU>1-p)L10-U<p) L 1(U <p)

fir U ~ U4(0,1). Die Simulation weiterer diskret verteilten Zufallsva-
riablen mittels Inversionsmethode wird in Abschnitt 6.5 besprochen.

3. Cauchy-Verteilung: Eine Zufallsvariable X ~ Cauchy(0,1) kann mit
Hilfe der Inversionsmethode wie

X L _cot(aU), U ~U(0,1)

simuliert werden, da die Quantilfunktion der Cauchy-Verteilung ex-
plizit bekannt ist. Alternativ kann eine Transformationsmethode ver-
wendet werden, indem man folgendes Resultat nutzt. Es gilt, dass
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x4 Y1/Ys, wobei Y7, Ys unabhéngige N(0, 1)—verteilte Zufallsvaria-
blen sind, die z.B. mit Hilfe der Polar—Methode simuliert werden, vgl.
Abschnitt 6.4. Hier handelt es also um die Transformation T'(y1,y2) =
y1/y2. Da der Wert Ya = 0 mit Wahrscheinlichkeit Null angenommen
wird, ist der Wert von T'(Y1,Y>) f.s. endlich.

4. Pareto—Verteilung: Es lasst sich leicht zeigen, dass fiir X ~ Par(a, ),
a, >0 gilt X 4 p U= wobei U ~ 1(0,1).

Da Quantilfunktionen nicht immer analytisch gegeben sind (wie etwa im
Fall einer Normalverteilung), sind somit natiirliche Grenzen fiir die Verwen-
dung der Inversionsmethode zur Simulation von Zufallsvariablen gesetzt.
Deshalb gibt es weitere Simulationsmethoden fir Zufallsvariablen, welche
auf anderen Ideen basieren, wie z.B. die Akzeptanz— und Verwerfungsmetho-
de, die wir gleich beschreiben werden.

6.3 Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Es sei X : @ — R eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P), die absolut stetig verteilt ist mit Dichte fx. Betrachten wir die
Klasse der auf R integrierbaren Funktionen f > 0, die proportional zu fx
sind: f(x) = cfx(z), x € R fiir ein ¢ > 0. Somit gilt

fx(l‘):& r eR. (6.3)

[ fly)dy’
R

Nun wéihlen wir eine konkrete Funktion f aus dieser Klasse aus.
Nehmen wir an, dass eine auf R Lebesgue-integrierbare Funktion g > 0
mit den folgenden Eigenschaften existiert:

o g(x) > f(x) fir alle z € R,

o Wir konnen eine Zufallsvariable Y, die absolut stetig verteilt ist mit
Dichte

gy () = ————, =z €R, (6.4)

simulieren.

Die Akzeptanz— und Verwerfungsmethode besteht aus den folgenden Schrit-
ten:

1. Simuliere die Zufallsvariablen Y und U ~ #(0, 1) unabhéngig vonein-
ander.

2. Falls Ug(Y) < f(Y), liefere Y.
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Abbildung 6.1: Akzeptanz— und Verwerfungsmethode.

3. Andernfalls, gehe zu 1.

Diese Schritte sind in Abbildung 6.1 veranschaulicht.

Im Folgenden bedeutet die Bezeichnung Y | A die Einschriankung einer
Zufallsvariablen Y :  — R auf das Ereignis A € F, oder, genauer gesagt,
Y(w) fiir w € A.

Satz 6.3.1 Seien die Zufallsvariablen X und Y wie oben eingefiihrt. Die
Zufallsvariable _
X=Y [{Ug(Y) < f(Y)} (6.5)

hat dieselbe Verteilung wie X.

Bemerkung 6.3.1 Intuition Akzeptanz— und Verwerfungsmethode Der
geometrische Sinn der obigen Vorgehensweise ist folgender: Falls ein zufélli-
ger Punkt mit Koordinaten, die gleichverteilt auf S, sind, unter den Graph
von f fallt, wird seine x—Koordinate als Ergebnis des Algorithmus ausgege-
ben. Alle Punkte, die oberhalb des Graphes von f fallen, werden verworfen;
vgl. Abbildung 6.1.

In jedem Schritt der Akzeptanz— und Verwerfungsmethode wird der Vor-
schlag Y akzeptiert, falls Ug(Y) < f(Y'). Sonst wird ein neuer unabhéngi-
ger Wert von Y generiert. Sei M die Anzahl solcher Schritte bis zur ersten
Akzeptanz von Y. Die Grofle M ist offensichtlich geometrisch verteilt mit
Parameter

p=PUg(Y) < f(Y)).
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Somit ist die Erfolgswahrscheinlichkeit gleich

S

pz/P(USf@wgﬂmwﬁ= W o), _ 151

9(y) 9(y) 15| Sy

R R
Folglich ist die mittlere Anzahl der notwendigen Simulationsschritte gleich
J g(x) dx
1S &

bS] [fayds (00

Das heifit, je besser die obere Schranke g fir f ist, desto schneller ist im
Mittel die Simulation. Die Varianz von M ist gleich

11 1/1 S S
VIR S LR T TN
P> p p\p 1571\ 1S5l
Ein Beispiel von Verwendung der Akzeptanz— und Verwerfungsmethode
zur Simulation der Normalverteilung geben wir in Abschnitt 6.4.1.

Ubungsaufgabe 6.3.1 (Gamma-Verteilung)
Wie lautet der Akzeptanz— und Verwerfungsalgorithmus zur Simulation von
X ~T(1,a),a >0, a# 1?7 Verwenden Sie dabei die Funktion

2 M ocpery F e Ips1y, a <1,
g(z) =19 .,
@ranz @200, a>1,

mit A = v/2a — 1. Geben Sie die mittlere Anzahl und die Varianz der not-

wendigen Simulationsschritte an.

6.4 Simulation der Normalverteilung

Wie bereits erwahnt wurde, gibt es keinen geschlossenen Ausdruck fiir die
Quantilfunktion der Standardnormalverteilung, was die Verwendung der In-
versionsmethode erschwert. Deshalb werden in diesem Abschnitt andere Si-
mulationsmoglichkeiten fiir N (0, 1) aufgezeigt, z.B. mit Hilfe der Akzeptanz—
und Verwerfungsmethode oder der Box—Muller—Transformation. Diese Algo-
rithmen, im Gegensatz zu den Approximationsansétzen basierend auf dem
zentralen Grenzwertsatz (Theorem 5.2.1), sind genau, also liefern exak-
te Realisierungen von N (0, 1)—verteilter Zufallsvariable. Eine Realisierung
von einer Zufallsvariablen Z ~ N(u,0?) bekommt man durch die Relation
Z = pu+o0X, wobei X eine Realisierung von N (0, 1) darstellt.
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6.4.1 Akzeptanz— und Verwerfungsmethode fiir N (0, 1)
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Sei die Zufallsvariable X standardnormalvertteilt mit Dichte

fx(x) = \;ﬁe_“’j/z, z €R.
™

Es gilt fx(z) < g(x) = ,/%e"x‘, x € R, weil aus

2 = 2z|+1=(z£1)2>0

die Ungleichung e=@/2 < el/2-lal folgt. Sei die Zufallsvariable Y absolut
stetig verteilt mit einer Dichte, die proportional zu g(zx) ist. Dies bedeutet,

dass |Y| ~ Exp(1) und daher |Y| 4 —log V' fiir eine Zufallsvariable V' ~
U(0,1); vgl. Beispiel 6.2.1 1. Fiir ein U ~ U(0,1) sieht das Akzeptanz—
Kriterium Ug(Y) < fx(Y) folgendermaflen aus:

Ut b2l < L -IvP2

V2T V2
was sich umschreiben lasst wie

U61/27(7 log V) < ef(log2 V)/Q,

wobei die Zufallsvariablen U und V stochastisch unabhéngig sind. Beide
Seiten der Ungleichung logarithmierend, bekommt man

1 1
log U +logV + 5 < —§log2V,
oder, dquivalent dazu,
2logU < —(log V + 1)2. (6.7)

Falls die Bedingung (6.7) erfiillt ist, wird der Wert von —logV als eine
Realisierung von |X| akzeptiert. Da die Zufallsvariable |X| symmetrisch
ist, kann das Vorzeichen von X stochastisch unabhéngig von U und V
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gew#hlt werden. Mit anderen Worten, es gilt
x4 (2B — 1)logV, wobei B ~ Ber(1/2) eine von U,V stochastisch unab-
héngige Zufallsvariable ist. Offensichtlich nimmt 2B —1 Werte +1 mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 an. Die Simulation von B als I(2W < 1) fir W ~ U(0,1)
ist in Beispiel 6.2.1 2 bereits beschrieben worden.

Zusammengefasst, sieht der Algorithmus zur Simulation von X ~ N(0,1)
wie folgt aus:

Bemerkung 6.4.1 Simulation von N(0,1) mit Akzeptanz— und Verwer-
fungsmethode

1. Simuliere U, V,W ~ U(0,1) stochastisch unabhéngig voneinander.
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2. Falls 2logU < —(log V' + 1)? gilt, liefere X = (2I(2W < 1) — 1)log V.
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3. Sonst gehe zu Schritt 1.

Dieser Algorithmus ist ziemlich schnell, denn die mittlere Anzahl M der
Simulationsschritte ist nach (6.6) gleich

fe [e—lzl g
2m fe x i

mit der Varianz Var M =~ 1.315(1.315 — 1) = 0.414225.

6.4.2 Box—Muller-Transformation

FEine Alternativmethode zur Simulation von der Standardnormalverteilung,
auch Polarmethode genannt (vgl. z.B. [29, Sektion 5.3]), liefert die sog. Boz—
Muller—Transformation

X £ /=2logU cos (27V) £ \/~21og U'sin (27V'),

wobei U, V' ~ U(0, 1) stochastisch unabhéngig sind. Sie basiert auf folgendem
Lemma:

Lemma 6.4.1

1. Seien (R, O) die Polarkoordinaten des Zufallsvektors (X, Xs), wobei
X1 und Xy zwei N(0,1)—verteilte, stochastisch unabhéngige Zufalls-
variablen sind. Dann sind R und © stochastisch unabhédngige Zufalls-
variablen, und es gilt R? ~ Exp(1/2), © ~ U(0,27).

2. Falls R? ~ Exp(1/2) und © ~ U(0,27) stochastisch unabhingige Zu-
fallsvariablen sind, dann sind die Zufallsvariablen X; = Rcos©® und
X9 = Rsin © standardnormalverteilt und stochastisch unabhéngig.

Bemerkung 6.4.2 (Rayleigh—Verteilung) Die oben eingefiihrte Zufallsva-
riable R = \/X? + X2 ist Rayleigh-verteilt mit Parameter o = 1. Generell

wird die Dichte der Rayleigh—Verteilung mit Parameter o > 0 (wir schreiben
abkiirzend RL(0)) durch den Ausdruck

T «?
fla) = e = 1@ > 0)
definiert. Dadurch bekommt die Tailfunktion von R, ~ RL(o) folgende

simple Form:
2

Fp (z) = I(z <0)+¢ 22 I(z > 0).
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Die RL(o)-Verteilung ist nach dem britischen Physiker und Nobel-Preistréger
John W. Strutt, 8. Baron Rayleigh (1842-1919) benannt. Sie dient beispiels-
weise zur Modellierung von 10-minutigen Mittelwerten der Windgeschwin-
digkeiten.

Per Definition der x?-Verteilung gilt

R? = X? + X2 ~x%2=T1(1/2,1) = Exp(1/2).

Auflerdem ist die Relation R, 2 R fir jedes o > 0 offensichtlich, insbeson-

dere R; 2 R. Damit gilt
R, 2.\/72+ 22,

wobei Z1, Zs ~ N(0,0?) stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen sind.

Nach Lemma 6.4.1 2 kann X ~ N(0, 1) als R cos © oder Rsin © simuliert

werden, wobei R 4 v—2logU und © < 97V fiir U,V ~ U(0,1). Dadurch
erhalten wir folgenden direkten (d.h., nicht—iterativen) Algorithmus zur Si-
mulation von N(0,1):

Bemerkung 6.4.3 Simulation von N(0,1) mit Polarmethode

1. Simuliere stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen U,V ~ U/(0,1).

2. Liefere X = \/—2logU cos(27V') oder X = y/—2logU sin(27V).

Die Zufallsvariable Z ~ N (p,0?) kann als p+0X fiir beliebige p € R, o > 0
simuliert werden.

6.5 Simulation von diskret verteilten Zufallsvaria-
blen

Sei X eine diskret verteilte Zufallsvariable, die Werte x;, € R, k € N mit
o0

Wahrscheinlichkeiten py, = P(X = x;) annimmt. Es gilt > pr = 1. Sei
k=1

Py, =p1 + ...+ pg fiir alle k. Wie simuliert man X7

In Beispiel 6.2.1 2 wurde eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable per In-
versionsmethode (vgl. Abschnitt 6.2) simuliert. Diese Methode kann auch
zur Simulation von allgemeinen diskret verteilten Zufallsvariablen X wie
folgt benutzt werden:

Bemerkung 6.5.1 Simulation von diskreten Verteilungen mit Inversions-
methode

1. Simuliere eine Zufallsvariable U ~ U(0,1).
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2. Liefere
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X1, U<P1,
T2, P <U <Py,

Tk, Pro1 < U <Py,

als eine Realiserung von X.

Es gilt offensichtlich xX<x.

Diese Methode kann effizient nur fiir relativ kleine endliche Werteberei-
che C = {z1,...,z,} von X (d.h., falls p, = 0 fiir &k > n) angewandt wer-
den, weil fiir grofle n zu viele Félle unterschieden werden miissen. Als Aus-
weg aus dieser Situation kénnen Markov—Ketten—Monte—Carlo—Methoden
genannt werden, die wegen ihrer Komplexitit nicht in diesem Einfithrungs-
text behandelt werden; siehe z.B. Biicher [1, 17, 11, 13, 30].

Beispiel 6.5.1 (Binomialverteilung)
Um eine Zufallsvariable X ~ Bin(n,p) zu simulieren, kann die Darstellung

XX, +... +X,

benutzt werden, wobei Xy, k = 1,...,n stochastisch unabhéngige Ber(p)—
verteilte Zufallsvariablen sind. Aus Beispiel 6.2.1 2 folgt, dass

XL <p)+...+1(U, <p)

fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen Uy, ..., U, ~ U(0,1). Aller-
dings ist dieser Ansatz fiir grofie n offensichtlich ineffizient. In diesem Fall
kann die Methode (6.8) benutzt werden, wobei die Wahrscheinlichkeiten
pr = (1)p*(1 —p)"*, k=0,...,n rekursiv durch die Formel

pk:nkk—i_llfp-pkl, k=1,...,n, po=(1—p)"

berechnet werden, die einen Spezialfall der sog. Panjer—Rekursion darstellt,
vgl. z.B. [24, 35], [28, Theorem 4.3.1]. Fiir kleine EX = np werden die
Vergleiche in (6.8) in natiirlicher Reihenfolge durchgefiihrt. Fiir grofie np
ist es effizienter mit P}, anzufangen. Falls n grofl und p < 0.25 klein
ist, kann man von der Poisson—Approximation in Theorem 3.3.1 Gebrauch
machen, und zwar gilt X ~ X ~ Poisson(np), siehe Beispiel 6.5.2 2. Hier
ist allerdings mit einem Approximationsfehler zu rechnen.
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Alternativ kann die Akzeptanz— und Verwerfungsmethode verwendet
werden. Sei hierfiir X : Q — (' eine diskret verteilte Zufallsvariable mit Zahl-
dichte {pg}ren und (evtl. unendlichem) Wertebereich C' = {z1,..., 2y, ...}
Fiir eine stetig verteilte Zufallsvariable Z : @ — Ry, mit der stiickweise
konstanten Dichte

fz(x) =plp (x> 1)

gilt offensichtlich die Gleichung X L x|z Die Zufallsvariable Z kann so-
mit behilflich sein, die Nummer k& € N des Zustandes z € C von X zu
simulieren, was zusammenfassend folgendermassen festzuhalten ist:

Bemerkung 6.5.2 Simulation von diskreten Verteilungen mit Akzeptanz—
und Verwerfungsmethode

1. Simuliere die Zufallsvariable Z mit Hilfe der Akzeptanz— und Verwer-
fungsmethode aus Abschnitt 6.3.

2. Liefere x| z) als eine Realisierung von X.

Es gibt eine Reihe von ad hoc Algorithmen fiir die Simulation von diskret
verteilten Zufallsvariablen X, die auf speziellen Eigenschaften der Verteilung
von X beruhen. Manche von ihnen werden hier exemplarisch aufgefiihrt.

Beispiel 6.5.2 (Ad hoc Methoden)

1. Geometrische Verteilung:
Fiir die Zufallsvariable X ~ Geo(p), 0 < p < 1, gilt die Gleichung

XL llog, ,Ul+1,  U~U(@,1),
die eine geeignete Transformation von Pseudozufallszahl U zur Simu-
lation von X liefert. Um diese Darstellung zu beweisen, schreibt man
P(llogy_, U] +1=k)=P(k—1<log, ,U <k)
=P((1-pf <U <1 -p*T)
=1-p ' =(1-pf=p1-p*t, keN.
2. Poisson—Verteilung:

Sei X ~ Poisson()\). Es gilt die Darstellung

k+1
X=inflk€Zy:) Y;>\} (6.9)

j=1
fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen Y; ~ Exp(1). Die In-
versionsmethode ergibt Y 4 —logU; fiir U; ~ U(0,1), j € N. Die
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E+1 E+1
Bedingung in (6.9) kann somit als — 3 logU; > X oder [] U; < e™*

j=1 j=1
umgeschrieben werden. Fassen wir diese Uberlegungen in einem Algo-
rithmus zusammen:

(a) Setze k=0,T = 1.

(b) Simuliere U ~ #(0,1) und bilde T' = UT.

(c) Falls T > e, setze k = k + 1 und gehe zuriick zum zweiten
Schritt.

(d) Andernfalls, liefere k als Realisierung von X.

Da EX = ), ist die mittlere Anzahl M der Simulationsschritte hier
gleich A + 1. Somit wird dieser Algorithmus fiir grofle A nicht mehr
effizient.

Fiir grofie A kann man die Inversionsmethode (6.8) anwenden, wobei
die Zéahldichte p, = e_)‘%, k € Zy durch die Panjer—Rekursion

A -

Pk = 3 Pk—1; k eN, po=¢e

schnell berechnet werden konnen, vgl. z.B. [28, Theorem 4.3.1]. Um
die Suche in (6.8) fiir grofe A zu optimieren, wird wegen EN = A
zunéchst U mit Py verglichen. Falls U < P|| wird weiterhin gepriift,
ob U < Pyj—1 gilt, usw. Man setzt dann X = min{k : U < P}
Analog geht man im Falle U > Py vor.

Lemma 6.5.1 Fir grofie A, die mittlere Anzahl der Vergleiche ist
dabei ungefihr gleich 14 0.798v/\.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

X—-X 4
— — Y ~N(0,1), A— +o00. 6.10
% 0.1) (6.10)

Hieraus folgt die Relation X ~ X + v/AY, die fiir A > 100 als Appro-
ximation

X~ |A+05+VAY], Y ~N(0,1)

nutzbar ist. Es gibt auch genauere approximative Simulationsmetho-
den fiir die Poisson—Verteilung wie etwa die Anscombe— und Peizer
und Pratt-Approzimationen; vgl. [7, S. 35-37, 142].

6.6 Markov-Ketten

Markov-Ketten (nach Andrei Andrejewitsch Markov, 1856-1922) bilden eine
grundlegende Klasse stochastischer Modelle fiir Folgen von Zufallsvariablen
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Xo, X1, ..., die nicht unabhéngig sind und daher eine gewisse Abhdngigkeitss-
truktur aufweisen. Sie konnen die zeitliche Entwicklung von Objekten, Sach-
verhalten, Systemen etc. in diskreten Zeitschritten ¢t = 0,1, ... beschreiben,
wobei zu jedem Zeitpunkt jeweils nur eine von endlich vielen Auspragungen
angenommen werden kann.

Markov-Ketten finden unter anderem zahlreiche Anwendungen bei der
mathematischen Analyse und Modellierung in der Finanz- und Versiche-
rungsmathematik, den Lebenswissenschaften, der Okonomie, der Warteschlan-
gentheorie und der Informatik. Auflerdem werden Markov-Ketten zur Ge-
nerierung von Pseudozufallszahlen und Pseudozufallsvektoren verwendet.
Denn oftmals sind die interessierenden Fragestellungen und damit auch die
entsprechenden stochastischen Modelle so komplex, dass ihre Verteilungen
nicht mit den erlduterten (direkten) Algorithmen der vorherigen Abschnitte
simuliert werden kénnen. In einem solchen Fall ist es jedoch oft moglich, ei-
ne Markov-Kette zu konstruieren, deren asymptotische (Grenz-) Verteilung
mit der zu simulierenden Verteilung tibereinstimmt. Diese Art von Simula-
tionsalgorithmen wird Markov Chain Monte Carlo (MCMC) genannt und
in Abschnitt 6.7 erldutert.

6.6.1 Modellbeschreibung und Beispiele

Das stochastische Modell der Markov-Kette besteht aus drei Komponenten:
dem (endlichen) Zustandsraum, der Anfangsverteilung und der Ubergangs-
matrix.

Zustandsraum Den Ausgangspunkt bildet die endliche Menge aller mog-
lichen Zustande, die Zustandsraum der Markov-Kette genannt wird.
Dabei nehmen wir an, dass jedes Element X; der Markov-Kette X, X1, ...
je £ € N verschiedene Zustédnde annehmen kann und identifizieren den
Zustandsraum in der Regel mit der Menge F = {1,2,...,¢}. Dies be-
deutet nicht, dass die Zustdnde der Markov-Kette natiirliche Zahlen
sein missen. Im Gegenteil, die méglichen ¢ Zusténde konnen eine fast
beliebig komplizierte Struktur aufweisen (z.B. reelle Zahlen, Vekto-
ren, Matrizen, digitale Landkarten, mikroskopische 3D-Bilder, soziale
Netzwerke, usw.). Jeder dieser (endlich vielen) méglichen Zusténde
wird dabei durch eine natiirliche Zahl identifiziert.

Anfangsverteilung Fiir jedes ¢ € E sei a; die Wahrscheinlichkeit, dass
sich das betrachtete Objekt, Sachverhalt bzw. System zum ,,Zeitpunkt”
n = 0 im Zustand ¢ befindet, d.h. a; = P(Xo = 7). Das bedeutet, dass
der Vektor a = (o, ..., )" eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf E
bildet und damit oy € [0,1] fiir jedes i € E und Y3%_, oy = 1. Die
Wahrscheinlichkeitsfunktion a wird Anfangsverteilung der Markov-
Kette genannt.
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Ubergangsmatrix Fiir jedes Paar i,j € E betrachten wir die (beding-
te) Wahrscheinlichkeit p;;, dass das betrachtete Objekt, Sachverhalt
bzw. System in einem (Zeit-) Schritt aus dem Zustand ¢ in den Zu-
stand j iibergeht. Das bedeutet, dass p;; € [0, 1] fiir jedes ¢,j € E und
¢ 1 pij =1 fiir jedes i € E. Die £ x ¢ Matrix P = (p;;);,j—1,...¢ heifit

Ubergangsmatriz der Markov-Kette. Eine Matrix, die diese Vorausset-
zungen erfillt, wird auch stochastische Matriz genannt.

Fiir jeden Zustandsraum F = {1,2,...,/}, jede Anfangsverteilung a =
(a1,...,a0)" und jede Ubergangsmatrix P = (p;;) kann nun der Begriff der
zugehorigen Markov-Kette wie folgt eingefithrt werden.

Definition 6.6.1 (Markov-Kette) Essei Xo, X1,...: Q — E eine Folge von
diskreten Zufallsvariablen mit Werten in der Menge E = {1,2,...,¢}. Dann
heifit Xo, X1, ... Markov-Kette mit Zustandsraum F, Anfangsverteilung o =
(a1,...,a0)" und Ubergangsmatrix P = (p;;), wenn

P(Xo =10, X1 ="11,..., X5 = in) = QigPigis - - - Pin_1in

flir beliebige n = 0,1,... und 4o, 1,...,4, € F gilt.

Bemerkung 6.6.1 1. Wenn die Folge der Zufallsvariablen Xy, X1, ... ei-
ne Markov-Kette bildet, dann ist diese eindeutig durch den Zustands-
raum E, die Anfangsverteilung o und die Ubergangsmatrix P charak-
terisiert.

2. Die einzelnen Elemente X, X1, ... einer Markov-Kette sind im Allge-
meinen weder unabhangig noch identisch verteilt.

3. Es existiert die folgende dquivalente Definitionsmoéglichkeit von Markov-
Ketten, die in der Literatur Markov-FEigenschaft genannt wird:
Eine Folge Xo, X1,... : Q@ — FE von diskreten Zufallsvariablen mit
Werten in der Menge F = {1,2,...,¢} ist genau dann eine Markov-
Kette mit Zustandsraum E und Ubergangsmatrix P = (p;;), wenn

P(X, =in| Xn-1=tn-1,...,X0=10)
= P(Xn = in | anl = 'L'nfl) = Dip_1in s

fiir beliebige n = 1,2, ... und g, %1,...,%, € F mit

P(Xn_l =lp_1,...,X0 = Zo) > 0.

Diese Darstellung bedeutet, dass die bedingte Verteilung des (zufil-
ligen) Zustandes X, der Markov-Kette zum Zeitpunkt n vollstandig
durch den Zustand X,,_1 = i,_1 zum vorhergehenden Zeitpunkt n — 1
bestimmt wird. Es ist also unwichtig, in welchem Zustand sich die
Markov-Kette zu den Zeitpunkten n — 2,n — 3,... befunden hat.
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Beispiel 6.6.1 1. Produktivitit eines Mitarbeiters
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Ein Mitarbeiter zieht am Ende jedes Arbeitstages Bilanz, ob er alle
Aufgaben, die er sich vorgenommen hat, bearbeiten konnte oder nicht.
Dazu betrachtet er den Zustandsraum E = {1,2}, wobei 1 fiir , nicht
alle Aufgaben bearbeitet” und 2 fiir ,,alle Aufgaben bearbeitet” steht.
Essei Xg =2 und firn = 1,2, ... gebe die Zufallsvariable X,, : Q@ — E
an, ob der Mitarbeiter am n-ten Folgetag alle Aufgaben bearbeitet
hat oder nicht. Da nicht erledigte Aufgaben am Folgetag bearbeitet
werden miissen, sind die Zufallsvariablen Xy, X1, Xo, ... offensichtlich
nicht unabhéngig.

Es ist allerdings bekannt, dass der Mitarbeiter all seine Aufgaben an
einem Tag mit Wahrscheinlichkeit 0,9 erledigt, wenn er schon am Vor-
tag alle Aufgaben erledigen konnte. War das nicht der Fall, so sinkt
diese Wahrscheinlichkeit auf 0,5. Die Folge Xy, X1, ... bildet dann ei-
ne Markov-Kette mit Zustandsraum E, Anfangsverteilung c = (0,1) "

und Ubergangsmatrix
0,5 0,5
P = .
0,1 0,9

Ein allgemeinerer Fall liegt vor, wenn die konkreten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten nicht bekannt sind. Es sei p € (0,1) die Wahrschein-
lichkeit, dass der Mitarbeiter seine Aufgaben erledigen kann, wenn er
am Vortag nicht alle Aufgaben erledigen konnte und p’ € (0,1) die
Wahrscheinlichkeit, dass der Mitarbeiter nicht alle Aufgaben schafft,
wenn er am Vortag alles erledigen konnte. Dann ist die Ubergangsma-
trix P wie folgt gegeben:

2. Diffusionsmodell nach Ehrenfest

Das folgende Modell zur Beschreibung von Diffusionsvorgéngen durch
eine Membran wurde im Jahre 1907 von den Physikern Tatjana Ehrenfest-
Afanassjewa (1876-1964) und Paul Ehrenfest (1880-1933) vorgeschla-
gen. Dabei geht es um die Modellierung des Wéarmeaustausches zwi-
schen zwei Systemen mit unterschiedlichen Temperaturen.

Wir betrachten ¢ Partikel, die auf zwei miteinander durchléssig ver-
bundene, aber nach auflen isolierte Behélter A und B verteilt sind.
Angenommen zum Zeitpunkt n— 1 befinden sich ¢ Partikel in A. Dann
wird eines der ¢ insgesamt vorhandenen Partikel rein zuféllig ausge-
wahlt und in den jeweils anderen Behélter tiberfithrt. Fiir die Anzahl
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X, von Partikeln in Behélter A zum Zeitpunkt n gilt somit entweder
X, = 1 — 1 mit Wahrscheinlichkeit % (falls das ausgewdhlte Partikel
im Behélter A war) oder X,, = ¢ + 1 mit Wahrscheinlichkeit % (falls
das ausgewdhlte Partikel im Behélter B war). Die bedingte Verteilung
von X, wird also vollstdndig durch die Anzahl X,, 1 = i von Parti-
keln in A zum Zeitpunkt n — 1 bestimmt. Des Weiteren beschreibe X
die zufillige Anzahl von Partikeln in A zum Zeitpunkt n = 0, deren
Verteilung beliebig gewéhlt werden kann.

Die Zufallsvariablen X, X1,... bilden dann eine Markov-Kette mit
Zustandsraum E = {0, 1, ..., ¢}, beliebig zu wihlender Anfangsvertei-
lung o und Ubergangsmatrix P = (p;;), die wie folgt gegeben ist:

0

/, falls 4 < £ und j =i + 1,

bij = %, falls i > 0 und j =14 — 1,
0, sonst.

Das Ehrenfest-Modell 1dsst sich auf viele weitere Anwendungen iiber-
tragen. Sei zum Beispiel ein soziales Netzwerk gegeben, dessen Knoten
sich aufgrund ihrer Verkniipfungen in 2 Cluster A und B einteilen las-
sen. In regelméfigen Abstdnden verdndern sich die Kanten des Netz-
werks jedoch, sodass ein zuféllig ausgewéahlter Knoten nun von dem
einem zum anderen Cluster wechselt. Wenn dabei die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Knoten in Cluster A ausgewahlt wird, nur von der
aktuellen Anzahl von Knoten in A abhéngt, dann kann das Ehrenfest-
Modell benutzt werden, um die Gréfle des Clusters A zu modellieren.

6.6.2 Rekursive Darstellung und n-Schritt Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

Um nachzuweisen, dass eine Folge X, X1, ... von Zufallsvariablen eine Markov-
Kette bildet, muss die Giiltigkeit der Bedingung in Definition 5.2 oder der
dazu dquivalenten Markov-Eigenschaft gezeigt werden. Dies ist allerdings in
vielen Fallen nicht explizit moglich. Alternativ kann man jedoch zeigen, dass
eine Folge X, X1, ... eine Markov-Kette bildet, wenn sie eine bestimmte re-
kursive Darstellung mit unabhédngigen und identisch verteilten Innovationen
besitzt.

Satz 6.6.1 Es sei F = {1,...,/¢} eine beliebige endliche Menge und (D, D)
ein Messraum, wobei D C R eine nichtleere Menge und D eine o-Algebra
iiber D ist. Es sei weiterhin Z1, Zs, ... :  — D eine Folge von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in D (,Innovationen”
genannt) und Xy :  — F eine Zufallsvariable mit Werten in F, die unab-
héngig von Z7, Zs, ... ist.
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Schliefllich sei ¢ : E x D — E eine Funktion mit Werten in F, sodass
{z € D: p(i,z) = j} € D fir beliebige i,j € E. Dann bildet die Folge von
Zufallsvariablen Xy, X1,...: Q — F mit X,, = ¢(X,,_1,Z,) fiir n > 1 eine
Markov-Kette mit Zustandsraum F, Anfangsverteilung @ = (o, ..., )"
und Ubergangsmatrix P = (p;;)i j=1,.¢, wobei a; = P(Xo = i) und p;; =
P(p(i, Zy) =j) firi,j € E.

Bemerkung 6.6.2 1. Die Messbarkeitsbedingung, die die Abbildung ¢
im obigen Theorem erfiillen muss, ist rein technischer Natur. In allen
Anwendungen und Beispielen, die in diesemm Modul betrachtet werden,
wird diese Bedingung stets erfiillt sein.

2. Da die Innovationen Z1, Zs, ... identisch verteilt sind, gilt

pij = P(p(i, Zn) = j)
fiir jedes n > 1und i,j € E.

3. Umgekehrt kann man zeigen, dass es zu jeder endlichen Menge E =
{1,...,¢}, jeder Wahrscheinlichkeitsfunktion a auf E und jeder sto-
chastischen £x ¢ Matrix P eine Markov-Kette X, X1, ... mit Zustands-
raum E, Anfangsverteilung o und Ubergangsmatrix P gibt, die eine
rekursive Darstellung wie in obigem Theorem besitzt.

Beispiel 6.6.2 (Zufdllige Irrfahrten) Klassische Beispiele fiir Markov-Ketten
sind durch sogenannte zuféllige Irrfahrten gegeben, die auch Random Walk
genannt werden. Wir betrachten hier nur zuféllige Irrfahrten mit dem ganz-
zahligen und beschrankten Wertebereich £ = {—/¢,...,0,...,¢} fir ein
¢eN.

Essei Z1, Z3, ... : 2 — Z eine Folge von unabhingigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen, die nur Werte in der Menge Z = {...,—1,0,1,...}
der ganzen Zahlen annehmen. Weiterhin sei X : £ — FE eine beliebige
Zufallsvariable, die von den ,Innovationen” Zj, Zs,... unabhéngig ist. Fir
n € N sei die Zufallsvariable X,, : Q@ — F durch die folgende Rekursionsglei-
chung gegeben:

Xy, = min{max{X,,_1 + Z,, —(},(}
Xn1+2Z,, wenn —0< X, 1+ Z, <V{,
=4 -1, wenn X,_1 + Z, < —¢,
0, wenn X,_1+ Z, > £.
Dann bilden die Zufallsvariablen X, X7, ... eine Markov-Kette mit dem Zu-

standsraum E = {—/,...,0,...,¢}, der Anfangsverteilung o = (a_y, ..., ap) ",
wobei o; = P(Xo = i) fiir jedes i € F, und mit der Ubergangsmatrix
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P = (p;j), die durch
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P(Zy=j—1i), wenn —/(<j </,
pij =N P(Z1<j—1i), wennj=—
P(Zy>j—1i), wennj=

flir 4, € E gegeben ist.

Durch eine so gegebene zufillige Irrfahrt kann zum Beispiel die Risi-
koreserve von versicherungs- bzw. finanztechnischen Bilanzierungprozessen
modelliert werden. Sei Xy : Q@ — E die (zufillige) Anfangsreserve und
Zy » Q — Z der ,Zuwachs” in der n-ten Periode, der beispielsweise als
Differenz Z,, = a — Z), aus risikofreien Einnahmen a > 0 und zufallsbeding-
ten Ausgaben/Verlusten Z/, dargestellt werden kann. Aufierdem nehmen wir
an, dass zuséatzliche Reserven durch Kredite bereitgestellt werden, wenn die
Reserve unter —/¢ fillt und dass Reserven zur Tilgung anderer Verbindlich-
keiten entnommen werden, falls diese den Wert /¢ iiberschreiten. Dann kann
die Risikoreserve durch die Markov-Kette X, X1,... wie oben beschrieben
modelliert werden.

Bisher haben wir nur die Matrix P = (p;;) der ein-Schritt Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten einer Markov-Kette Xo, X1, ... betrachtet, d.h., p;; =
P(X; = j|Xo = i) gibt die Wahrscheinlichkeit an, in einem (beliebigen)
Zeitschritt vom Zustand ¢ in den Zustand j zu gelangen, wenn P(Xy = i) >
0. Analog dazu ist es manchmal sinnvoll, fiir ein beliebiges n € N die Wahr-
scheinlichkeit zu betrachten, in genau n Schritten vom Zustand ¢ in den

) — p(x, =
ij
j|Xo = 4) fiir P(Xo =) > 0 bezeichnet. Die Matrix P™ = (p{"); ;21 _»
heiBt n-Schritt Ubergangsmatriz der Markov-Kette.

Die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit pl(?) kann wie folgt bestimmt
werden. Fir beliebige 41,...,i,—1 € E kann das Produkt p;;, pii, - - - Din_1j
als die Wahrscheinlichkeit des ,Pfades” i — iy — io — ... = i,_1 — j auf-
gefasst werden, d.h., als die Wahrscheinlichkeit iiber die Zustande i1, ..., 7,1

in n Schritten von ¢ nach j zu gelangen. Die Summe der Wahrscheinlichkei-
(n),
ij

Zustand j zu gelangen. Diese Wahrscheinlichkeit wird mit p

ten aller ,Pfade” von ¢ nach j in n Schritten ergibt dann p

(n) _ o o
pz] - p’L’Llle’LQ .- 'pln_lj .
7;1 ----- infleE

Die n-Schritt Ubergangsmatrix P™ kann demzufolge als die n-te Potenz
der (ein-Schritt) Ubergangsmatrix P bestimmt werden, d.h., P() = P™ fiir

jedes n € N. Insbesondere fiir grole n und ¢ ist die Bestimmung von P"
jedoch rechnerisch aufwendig.

Beispiel 6.6.3 (Produktivitit eines Mitarbeiters) Wir greifen das erste Bei-
spiel aus Abschnitt 6.6.1 wieder auf. Darin wurde die Produktivitéit ei-
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nes Mitarbeiters durch eine Markov-Kette X, X1,... mit Zustandsraum
E = {1,2}, Anfangsverteilung o = (0,1)" und allgemeiner Ubergangsma-

trix
1_
p_ p P
P 1=y

mit p,p’ € (0,1) modelliert. Mittels vollstdndiger Induktion kann man zei-
gen, dass die n-Schritt Ubergangsmatrix P — pn gegeben ist durch

pr__t (P A-p-p)( P -p
PP\ p op p+v S

Auflerdem kann man kann sich leicht iiberlegen, dass mit Hilfe der n-
Schritt Ubergangsmatrix P auch die (unbedingte) Wahrscheinlichkeits-
funktion o, = (an1,...,ane) " der diskreten Zufallsvariablen X,, bestimmt
werden kann, wobei a,,; = P(X,, =) fur i = 1,...,¢. Es gilt stets, dass

a =a'P™ fiir jedes n € N,

n —

wobei a die Anfangsverteilung der Markov-Kette bezeichnet.

6.6.3 Ergodizitit von Markov-Ketten

Wenn die Anzahl ¢ der potentiell méglichen Zustdnde einer Markov-Kette
Xo, X1,... grof} ist, dann kann es, wie schon in Abschnitt 6.6.2 erwahnt,
schwierig sein, die n-Schritt Ubergangsmatrix P = (pz(;L)), sowie die (un-
bedingte) Wahrscheinlichkeitsfunktion e, von X,, zu berechnen (insbeson-
dere fiir grofie n).

Man kann jedoch Bedingungen angeben, unter denen fiir jedes j € E die
beiden Grenzwerte
Jim p;;° = lim P(Xy, = j| Xo =)
und
g, ang = 15, P(Xn = )
existieren (und dariiber hinaus gleich sind und nicht von ¢ abhéngen), sodass
z(?) 81) = lim o,; als
n—oo

Néherungsldsung betrachtet werden kann, falls n grof ist.

anstelle von p;;’ bzw. «,; der Grenzwert m; = le P
n oo

Dies fiihrt zu dem folgenden Begriff der Ergodizitdt von Markov-Ketten.

Definition 6.6.2 (Ergodizitdt) Die Markov-Kette Xy, Xi,... mit den n-
Schritt Ubergangsmatrizen P = (pgl)) fiir n € N heifit ergodisch, falls die
Grenzwerte

— im o™
i = P

fir jedes j € FE existieren, positiv sind und nicht von ¢ € E abhéngen.
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Bemerkung 6.6.3 1. Weil die Grenzverteilung w = (7m1,...,7) mit
m; = limy 0o pl(-?) einer ergodischen Markov-Kette Xg, X1,... nicht

von ¢ abhingt, ergibt sich hieraus und aus der Endlichkeit des Zu-
standsraumes E = {1,...,¢}, dass

lim o) =a' lim P™ =xT.

n—oo n—oo
Die positive Wahrscheinlichkeit ; ist also der Grenzwert sowohl der
bedingten Wahrscheinlichkeit P(X,, = j| Xo = i) fir beliebiges i € E
als auch der unbedingten Wahrscheinlichkeit P(X,, = j) fiir jedes j €
F und n — oo.

2. Die Grenzverteilung 7 kann demnach wie folgt interpretiert werden.
Egal in welchem Zustand sich eine ergodische Markov-Kette zum Zeit-
punkt n = 0 befindet, nach einer groflen Anzahl n von Zeitschritten
ist der zufillige Zustand X,, ndherungsweise geméafl der Wahrschein-
lichkeitsfunktion 7 verteilt. Dieses Resultat werden wir in Abschnitt
6.7 nutzen, um zuféllige Strukturen mit Wahrscheinlichkeitsfunktion
7 mit Hilfe von ergodischen Markov-Ketten zu simulieren.

Beispiel 6.6.4 (Produktivitit eines Mitarbeiters) Wir greifen noch einmal
das Beispiel einer Markov-Kette Xy, X1, ... zur Modellierung der Produkti-
vitdt eines Mitarbeiters auf, siche Abschnitt 6.6.1 bzw. 6.6.2.

Die n-Schritt Ubergangsmatrix P(™ = P ist in diesem Beispiel gegeben

durch
pr_ 1 P p +(1—p—p')” p P
PP\ p op p+v - P )

mit p,p’ € (0,1). Da |1 —p — p'| < 1, ergibt sich hieraus, dass

1 /
im Pr=—— (" "),
n—00 p—|—p p/ P

/

ﬂ:liman:< P , p )T.
oo p+p p+y

Die Grenzverteilung 7 ldsst sich jedoch nur in Ausnahmeféllen so di-
rekt wie im vorhergehenden Beispiel bestimmen. Daher ist es oft auch nicht
moglich, die Ergodizitit einer Markov-Kette direkt mit Hilfe der Definition
nachzuweisen. Im folgenden Theorem geben wir sowohl ein Kriterium an,
um nachzuweisen, dass eine Markov-Kette ergodisch ist, als auch eine Mog-
lichkeit, die eindeutig bestimmte Grenzverteilung = durch das Loésen eines
linearen Gleichungssystems zu ermitteln.

und damit
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05 _
0,25

0,25\ S/

Abbildung 6.2: Beispielhafte Darstellung der Ubergangsmatrix einer
Markov-Kette als geometrischer Graph mit gewichteten und gerichteten
Kanten.

Satz 6.6.2 1. Die Markov-Kette Xg, X1, ... mit dem Zustandsraum FE =
{1,...,£} und der Ubergangsmatrix P ist genau dann ergodisch, wenn
es eine natiirliche Zahl ng € N gibt, sodass P"° eine positive Matrix ist,
d.h., sodass alle Eintrige von P™ positiv sind. Die Ubergangsmatrix
P wird dann quasi-positiv genannt.

2. Sei Xy, X1,... eine ergodische Markov-Kette mit dem Zustandsraum
E = {1,...,¢} und der Ubergangsmatrix P = (p;;). Dann ist die
Grenzverteilung 7 = (71, ...,m) " gleichzeitig die eindeutig bestimmte

(positive) Losung des linearen Gleichungssystems

Wj:ZTripija jEEv
i€R

(bzw. 7" = " P in Matrixschreibweise), die der Normierungsbedin-

gung > icpm; = 1 geniigt.
Bemerkung 6.6.4 Ohne die zusétzliche Normierungsbedingung } ;e p 7 =

1 ist das lineare Gleichungssystem im vorhergehenden Theorem nicht eindeu-
tig losbar, da die zugehorige Koeffizientenmatrix keinen vollen Rang besitzt.

Beispiel 6.6.5 (Ubergangsmatriz als Graph) Wenn die Anzahl ¢ von po-
tenziellen Zustdnden einer Markov-Kette X, X1,... mit Zustandsraum E
nicht zu grof ist, dann kann man die zugehérige Ubergangsmatrix P = (p;;)
als geometrischen Graphen mit gewichteten und gerichteten Kanten inter-
pretieren. Jeder Zustand i € E wird durch einen Knoten dargestellt und
flir 7,5 € F existiert eine gerichtete Kante von Knoten ¢ zu Knoten j, ge-
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nau dann wenn p;; > 0, wobei diese Kante mit der Wahrscheinlichkeit p;;
gewichtet wird.
Wir betrachten eine Markov-Kette Xy, X1,... mit Zustandsraum F =
{1,2,3} und Ubergangsmatrix
0,5 0,25 0,25
P = 0,5 0 0,5
0,25 0,25 0,5

Die Ubergangsmatrix ldsst sich auch durch den Graphen in Abbildung 6.2
darstellen. Auflerdem gilt

0,4375 0,1875 0,375
P?=| 0,375 0,25 0,375 |,
0,375 0,1875 0,4375

d.h., P ist quasi-positiv und die Markov-Kette Xy, X1,... ist somit ergo-
disch.

Wir bestimmen die eindeutige Grenzverteilung w = (my, 72, m3) " wie
im vorhergehenden Theorem beschrieben. Gesucht ist die Losung des Glei-
chungssystems

I. m{ =0,5m 4+ 0,57 + 0, 2573 I. 0=-0,5m 40,57 + 0,253
II. mo = 0,251 4+ 0, 2573 & II. 0=0,25m; — m + 0, 2573
III. 1=m +m+m3 III. 1=m 4+ m + 73

Aus 2I. + II. folgt 0 = —0, 757 + 0, 7573 und daraus wiederum m; = 3.
Aus II. 4 III. hingegen folgt 1 = 1,25m + 1,25m3 = 2,5m;. Daher gilt
m = w3 = 0,4 und somit me = 0,2. Die eindeutig bestimmte Grenzver-
teilung der ergodischen Markov-Kette Xg, X1,... ist also gegeben durch
m=(0,4 0,2 0,4)".

In vielen Anwendungen werden jedoch ergodische Markov-Ketten mit
einem viel gréfleren Zustandsraum als im vorhergehenden Beispiel betrach-
tet. Wenn dann auch noch die Ubergangsmatrix P diinn besetzt ist, d.h.,
wenn viele Eintrdge gleich null sind, ist es schwer, zu iiberpriifen, ob die
Ubergangsmatrix P quasi-positiv ist. Wir fithren deshalb noch eine andere
(probabilistische) Charakterisierung der Ergodizitét ein, die auf der Irredu-
zibilitdt und Aperiodizitit von Markov-Ketten beruht. Diese Begriffe werden
im Folgenden erldutert.

Definition 6.6.3 (Erreichbarkeit/Irreduzibilitét) Betrachte eine Markov-
Kette Xo, X1,... mit Zustandsraum E, Ubergangsmatrix P = (p;;) und
n-Schritt Ubergangsmatrizen P = (ng)) fiir n € N.
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1. Fiir beliebige Zustédnde i,j € FE sagen wir, dass der Zustand j vom

M) 5 0 fiir ein n € N (Schreibweise:

Zustand @ erreichbar ist, wenn p;;

i— 7).

2. Man sagt, dass die Zusténde i, j € E kommunizieren, wenn ¢ — j und
j — i (Schreibweise i <+ 7).

3. Die Markov-Kette X, X1, ... bzw. ihre Ubergangsmatrix P heifit ir-
reduzibel, wenn jeder Zustand von jedem Zustand aus erreichbar ist,
d.h., wenn ¢ < j fiir alle ¢, j € E.

Definition 6.6.4 (Periode/Aperiodizitat) Es sei Xo, X1,... eine Markov-
Kette mit Zustandsraum E, Ubergangsmatrix P = (p;;) und n-Schritt Uber-

gangsmatrizen P = (pgl)) fiir n € N.

1. Die Periode d; des Zustandes i € E ist definiert als d; = ggt{n € N :

pz(zn ) s 0}, wobei ,,ggt” den groBten gemeinsamen Teiler bezeichnet.

M) _ 0 fiir jedes n € N.

Dabei setzen wir d; = oo, falls p;;

2. Der Zustand ¢ € E heif3t aperiodisch, wenn d; = 1.

3. Die Markov-Kette Xo, X1,... bzw. ihre Ubergangsmatrix P = (p;;)
heifit aperiodisch, wenn sémtliche Zustédnde von Xg, X1, ... aperiodisch
sind.

Bemerkung 6.6.5 1. Wenn p;; > 0, dann ist der Zustand ¢ stets aperi-
odisch.

2. Mann kann zeigen, dass d; = dj, wenn die Zusténde 4, j € £ kommu-
nizieren. Insbesondere haben alle Zusténde einer irreduziblen Markov-
Kette die gleiche Periode. Mochte man also nachweisen, dass eine irre-
duzible Markov-Kette aperiodisch ist, so geniigt es zu zeigen, dass ein
(beliebig gewéhlter) Zustand i € E aperiodisch ist (z.B., wenn p;; > 0
fir ein ¢ € E).

Die Ergodizitdt einer Markov-Kette ldsst sich nun wie folgt charakteri-

sieren.

Satz 6.6.3 Eine Markov-Kette Xy, X1,... mit endlichem Zustandsraum
E = {1,...,¢} ist genau dann ergodisch, wenn sie irreduzibel und aperi-
odisch ist.

Dabher lésst sich in vielen Féllen die Ergodizitit einer Markov-Kette am
einfachsten nachweisen, indem man zeigt, dass die Markov-Kette irreduzibel
und aperiodisch ist. Dies wird in den folgenden Beispielen veranschaulicht.

Beispiel 6.6.6 1. Ubergangsmatriz als Graph
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Wir kehren zunédchst nochmals zu der im letzten Beispiel betrachte-
ten Markov-Kette X, X1, ... zuriick, deren Ubergangsmatrix in Ab-
bildung 6.2 dargestellt ist. Wir haben bereits gezeigt, dass Xg, X1, ...
ergodisch und daher auch irreduzibel und aperiodisch ist. Alternativ
lassen sich die Eigenschaften der Irrreduzibilitdt und der Aperiodizi-
tat von Xy, X1, ... auch direkt mit Hilfe der entsprechenden Definitio-
nen zeigen. Weil pgjz-) > 0 und damit ¢ — j fir alle 4,5 € E, ist die
Markov-Kette irreduzibel. Weil p;; > 0, gilt d; = 1 und somit auch
ds = d3 = 1. Dementsprechend ist Xy, X1, ... ebenfalls aperiodisch.

2. Zufdllige Irrfahrten

Wir greifen noch einmal das in Abschnitt 6.6.2 betrachtete Beispiel
iiber zuféllige Irrfahrten auf. Die Markov-Kette Xg, X1,... mit Zu-
standsraum F = {—/,...,0,...,¢} fir ein £ € N ist rekursiv definiert
durch X,, = min{max{X,_1 + Z,,—¢},¢} fir n € N, wobei X eine
beliebige Zufallsvariable mit Werten in £ und Zi, Zs,... eine Folge
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (,,Innova-
tionen”) mit Werten in Z ist, die auBerdem unabhéngig von X sind.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass es im Allgemeinen von der Be-
schaffenheit der Verteilung der Innovationen abhangt, ob die Markov-
Kette X, X1, ... ergodisch ist oder nicht. Wenn z.B. P(Z; = k) =0
fir jedes k € {0,1,...}, dann ist der Zustand ¢ nicht vom Zustand 0
erreichbar, weil der Zustand nie grofler werden kann. In diesem Fall ist
die Markov-Kette Xg, X1,... nicht irreduzibel und daher auch nicht
ergodisch.

Gilt hingegen P(Z; = 1) > Ound P(Z; = —1) > 0, dann ist Xg, X1, ...
irreduzibel, da jeder Zustand von jedem anderen Zustand in endlich
vielen Schritten erreichbar ist und somit alle Zusténde i,j € E kom-
munizieren. In diesem Fall gilt dann auch, dass py > 0, da die Markov-
Kette im Zustand ¢ verbleibt, wenn eine positive Innovation folgt (was
mit positiver Wahrscheinlichkeit geschieht). Somit ist dy = 1 und, da
Xo, X1, ... irreduzibel ist, gilt, dass d; = 1 fiir jeden Zustand ¢ € F.
Die Markov-Kette X, X1, ... ist demnach auch aperiodisch und folg-
lich ergodisch.

3. Diffusionsmodell nach Ehrenfest

Wir betrachten das in Abschnitt 6.6.1 eingefiihrte Diffusionsmodell.
Dieses ist durch eine Markov-Kette X, X1, ... mit Zustandsraum £ =
{0, ..., £}, beliebiger Anfangsverteilung o und Ubergangsmatrix P =
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(pij) gegeben, wobei
L—1q . .
7 falls i < £ und j =i+ 1,
Pij = %, falls s >0 und j =i — 1,
0, sonst.
Man kann sich leicht tiberlegen, dass Xg, X1, ... irreduzibel ist. Seien

nédmlich 7,7 € E beliebige Zustédnde und sei ohne Beschrankung der
Allgemeinheit ¢ < j. Dann gilt, dass i - i+1— ... > j—1—j, da
stets eine positive Wahrscheinlichkeit besteht, dass sich der Zustand

(j—1) e . . .
lj Y'>0.Analoggilt j - j—1— ... >i+1—=1
(J—1)

erhoht und somit p

und demnach p;; > 0. Die Zustédnde ¢ und j kommunizieren also
und da sie beliebig gewéhlt wurden, ist die Markov-Kette Xg, X1, ...
irreduzibel.

Man kann sich jedoch leicht {iberlegen, dass Xy, X1,... nicht aperi-
odisch und daher auch nicht ergodisch ist. Die Markov-Kette benttigt
stets eine gerade Anzahl an (Zeit-) Schritten, um von einem Zustand
1 € F zu diesem Zustand zuriick zu kehren. Es gilt deshalb, dass
d; :ggt{nEN:pE?) > (0} = 2 fiir jedes i € E.

6.6.4 Stationare Anfangsverteilung und Reversibilitat

Wir betrachten eine beliebige Markov-Kette Xg, X1, ... mit Zustandsraum
E = {1,...,/} und Ubergangsmatrix P. Im Allgemeinen ist es moglich,
dass das lineare Gleichungssystem o' = a' P eine oder mehrere Losungen
o= (ay,...,ap)" mit > icp @i = 1 besitzt, wobei der letzte Fall nur dann
eintreten kann, wenn die Markov-Kette Xg, X1, ... nicht ergodisch ist. Wenn
die Anfangsverteilung von Xy, X1, ... durch eine solche Wahrscheinlichkeits-
funktion o gegeben ist, dann gilt fiir jedes n € N, dass

o =a’™P"=a’PP" U =aq"P" V= —a'P=a',

wobei o, die in Abschnitt 6.6.2 eingefithrte Wahrscheinlichkeitsfunktion von
X, ist. Die Zufallsvariablen X, X1, ... sind also in diesem Fall identisch ver-
teilt und die Wahrscheinlichkeitsfunktion @ wird dann stationdre Anfangs-
verteilung der Markov-Kette Xg, X1, ... genannt.

Bemerkung 6.6.6 Im Allgemeinen darf die stationdre Anfangsverteilung
einer Markov-Kette nicht mit der in Abschnitt 6.6.3 eingefiihrten Grenzver-
teilung 7w = lim,, o o, verwechselt werden. Im Folgenden wird der Unter-
schied zwischen diesen beiden Begriffen nochmals genauer erlautert.

1. Wenn die Markov-Kette Xg, X1,... ergodisch ist, so stellt die Grenz-
verteilung 7 die einzige stationdre Anfangsverteilung der Markov-Kette
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dar. Hat die Markov-Kette Xp, X1,... eine beliebige Anfangsvertei-
lung, dann ist, geméfl der Definition der Ergodizitit, die Zufallsva-
riable X, fiir groffe n ndherungsweise geméfl 7 verteilt. Ist die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion 7 hingegen auch die Anfangsverteilung der Markov-
Kette, so ist X, sogar fiir alle n > 0 gemafl = verteilt.

2. Wenn die Markov-Kette Xg, X1, ... irreduzibel aber nicht aperiodisch
(und damit auch nicht ergodisch) ist, dann existiert genau eine sta-
tiondre Anfangsverteilung a. Hat Xy, X1, ... also die stationdre An-
fangsverteilung o, so ist X, fiir alle n > 0 geméfl o verteilt.

3. Wenn die Markov-Kette Xg, X1,... nicht irreduzibel ist, dann gibt
es im Allgemeinen sogar mehrere stationire Anfangsverteilungen, da
das am Anfang dieses Abschnitts aufgestellte Gleichungssystem nicht
eindeutig losbar ist. Die Interpretation der stationdren Anfangsvertei-
lungen ergibt sich analog zu Punkt 2.

Beispiel 6.6.7 (Diffusionsmodell nach Ehrenfest) Wir greifen wieder das in
den Abschnitten 6.6.1 und 6.6.3 eingefithrte Diffusionsmodell auf. Es wurde
bereits gezeigt, dass die betrachtete Markov-Kette Xg, X1, ... irreduzibel,
aber nicht aperiodisch und somit auch nicht ergodisch ist. Die Grenzvertei-
lung 7 existiert also nicht, allerdings besitzt die Markov-Kette eine eindeu-
tig bestimmte stationire Anfangsverteilung o = (ag,..., )", die durch
aj = %(f) fir jedes j € {0,...,¢} gegeben ist, d.h., a ist die Wahrschein-
lichkeitsfunktion einer Binomialverteilung mit Parametern ¢ und % Dies
kann wie folgt gezeigt werden.

Da « eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist, gilt offensichtlich >°,cpa; =
1. Sei zunéchst j = 0. Dann gilt

Zap 1a 1£ o
iPio = a1 = b= 57 = ap.

Ebenso gilt fiir j = ¢
Sope = g, 2210y 11,
g it = el = ni\g—1) T ogatt T oot T
1€ER

Sei schliefllich j € {1,...,¢ —1}. Dann ergibt sich

(—(j—1 j+1
Qipij = %‘1(5 ) T a1
S

1t E—(j—l)Jri ¢ \ji+1
20 \j—1 / 20 \j+1) ¢

1 0 (=G —1) 0 j+1
-2 ((j—l)!(f—(j—l))! 4 TGEDI—GF) ¢ )
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1 (¢ —1)! (¢ —1)! L =)+ (=) (- )
2f((j—l)!w—j)!*j!(ﬁ—l—j)!) >

L G- )
_roa 1
TRy 2\ T

Somit ist ¢ die eindeutig bestimmte stationdre Anfangsverteilung der Markov-
Kette Xo, X1,.... Wenn also « die Anfangsverteilung der Markov-Kette ist,
dann ist X,, ~ Bin(¢, %) fiir jedes n € N. Fiir eine beliebige Anfangsvertei-
lung ist das im Allgemeinen nicht der Fall.
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Wir wollen uns nun noch mit dem Begriff der Reversibilitét einer Markov-
Kette Xg, X1, ... beschiftigen. Dieser bietet eine weitere Moglichkeit, um zu
iiberpriifen, ob eine Wahrscheinlichkeitsfunktion « eine stationidre Anfangs-
verteilung (und somit im ergodischen Fall die eindeutig bestimmte Grenz-
verteilung) von Xy, X7, ... ist.

Definition 6.6.5 (Reversibilitdat) Sei Xo, Xi,... eine Markov-Kette mit
Zustandsraum E = {1,...,¢} und Ubergangsmatrix P = (p;;) und sei
o = (ai,...,oq) " eine beliebige Wahrscheinlichkeitsfunktion auf E, sodass
a; > 0 fiir jedes ¢ € E. Die Markov-Kette X, X1, ... bzw. das Paar (P, «)
heifit reversibel, wenn «; p;; = aj pj; fiir beliebige 4, j € E. Diese Bedingung
wird auch Detailed-Balance-Bedingung genannt.

Bemerkung 6.6.7 Man kann leicht zeigen, dass die Wahrscheinlichkeits-
funktion « eine stationdre Anfangsverteilung der Markov-Kette Xg, X1, ...
darstellt, wenn (P, ) reversibel ist. Insbesondere ist « identisch mit der
eindeutig bestimmten Grenzverteilung 7 = lim, . o, wenn Xg, X1, ...
ergodisch ist. Aus der Detailed-Balance-Bedingung in der Definition der Re-
versibilitét folgt also stets die ,,globale” Balance-Bedingung ' = o' P.

Beispiel 6.6.8 (Diffusionsmodell nach Ehrenfest) Wir kehren ein weiteres
Mal zu dem Diffusionsmodell zuriick, welches bereits in den Abschnitten
6.6.1 und 6.6.3, sowie in diesem Abschnitt betrachtet wurde. Wir hatten
bereits gezeigt, dass die Markov-Kette Xy, X1, ... mit Zustandsraum E =
{0,..., ¢} und Ubergangsmatrix P = (p;;), wobei

0

/, falls i < £ und j =i+ 1,

Dij = %, falls i >0 und j =7 — 1,
0, sonst

irreduzibel, aber nicht aperiodisch ist und dass die eindeutig bestimmte sta-
tiondre Anfangsverteilung o = (ap,...,a)" durch o; = 2—14(5) firi € E
gegeben ist.

Wenn ¢ < £ und j =4+ 1, dann ist § > 0 und ¢ = j — 1 und somit gilt,
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zpz]_QE i ¢/ ol -1 7
- 2 f SRS R (A V.
Y G-I —5+1) / i T2\ T iDji -

Fine analoge Rechnung ergibt sich, wenn ¢ > 0 und j = ¢ — 1. Da schliellich
pij = 0 genau dann, wenn p;; = 0, folgt, dass das Paar (P, ) reversibel ist.

6.7 Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir eine Klasse von dynami-
schen Simulationsalgorithmen kennen lernen, die auf der Konstruktion von
Markov-Ketten basieren und auch in der deutschsprachigen Literatur Mar-
kov Chain Monte Carlo (MCMC) genannt werden.

Die allgemeine Vorgehensweise lasst sich wie folgt skizzieren. Gegeben sei
ein endlicher Zustandsraum FE, wobei die Elemente von E eine fast belie-
big komplizierte Struktur haben kénnen. Zum Beispiel kann E durch die
Menge aller Graustufenbilder = {z(v),v € V'} gegeben sein, wobei V eine
endliche Menge an Pixeln ist und jedem Pixel v € V ein Graustufenwert
x(v) € {0,...,255} zugewiesen wird. Des Weiteren sei 7 : £ — (0, 1) eine
beliebige Wahrscheinlichkeitsfunktion auf F mit m, > 0 fiir jedes € E
und )", cp T = 1. Wenn die Anzahl |E| von Elementen in £ grof} ist, dann
sind herkémmliche Methoden, wie z.B. die in Abschnitt 6.2 diskutierte In-
versionsmethode, zur Generierung von Pseudozufallszahlen xi,xs,... aus
E geméafl der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 im Allgemeinen ineffizient und
daher nicht geeignet.

Fin alternativer Ansatz besteht darin, eine ergodische Markov-Kette Xy,
X1,... mit Zustandsraum E und geeigneter Ubergangsmatrix P zu kon-
struieren, sodass 7 die Grenzverteilung dieser Markov-Kette ist. Dann ist
fir hinreichend grofle n die Zufallsvariable X, ndherungsweise geméaf =
verteilt. Pseudozufallszahlen x4, 2, ... in E mit Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on 7 kénnen also effizient durch wiederholte Simulation der Markov-Kette
generiert werden.

6.7.1 Gibbs-Sampler

Eine wichtige Klasse von MCMC-Algorithmen bilden sogenannte Gibbs-
Sampler (nach Josiah Willard Gibbs, 1839-1903). Es sei V' eine endliche In-
dexmenge und X = (X (v),v € V) ein diskreter Zufallsvektor mit endlichem
Wertebereich £ ¢ RV, Wir nehmen an, dass es fiir jedes Paar z, 2’ € E
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eine endliche Folge von Zustdnden yq,yy,...,y, € E gibt, sodass

/
Yo=o, Y=

und

#lo eV yi(v) # yirr(v)} =1

fiir jedes i =0,...,n —1, d.h., jeder Zustand y, der Folge vy, ..., y,, unter-
scheidet sich in genau einer Komponente von seinem Vorganger.

Des Weiteren sei m = (75, € E) die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Zu-
fallsvektors X, sodass m, > 0 fiir jeden Zustand x € E. Fiir jede Kompo-
nente v € V und jeden Zustand x € FE sei auflerdem

T(z(v),z(—v
Taw) w(—v) = P(X(v) = z(v) | X(—v) = z(-v)) = (z(v),z(—v)) -
y
yeELy(—v)=z(—v)

die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Komponente X (v) von X den Wert
x(v) annimmt, unter der Bedingung, dass der Vektor X (—v) = (X (w),w €
V \ {v}) aller anderen Komponenten w # v gleich x(—v) = (z(w),w €
V' \ {v}) ist. Dabei setzen wir voraus, dass (z(v),z(—v)) € E. Schliefilich
sei ¢ = (qu,v € V) eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf V', sodass ¢, > 0
fir jedes v € V und ) ¢y ¢, = 1. Dann kann eine geeignete ergodische
Markov-Kette wie folgt zur Simulation von 7 konstruiert werden.

Satz 6.7.1 Es sei X, X,... eine Markov-Kette mit Zustandsraum F,
beliebiger Anfangsverteilung o und Ubergangsmatrix P = (pga), die wie
folgt gegeben ist:

Prx! = Z Qo T/ (v)] 2(—v) I{m(fv):m’(fv)} fiir alle x, ' ecE.
veV

Dann ist X, X1, ... irreduzibel und aperiodisch und das Paar (P, ) ist re-
versibel. Hieraus folgt insbesondere, dass 7 die eindeutig bestimmte Grenz-
verteilung der Markov-Kette X, X1, ... ist.

Dieses Theorem besagt also, dass der Zufallsvektor X, fir grofie n né-
herungsweise geméfl der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 verteilt ist. Dement-
sprechend kénnen Pseudozufallsvektoren mit Wahrscheinlichkeitsfunktion
wie folgt erzeugt werden.

Simulationsalgorithmus

1. Wihle einen beliebigen (Anfangs-) Zustand xy € F und setze n = 0.

2. Generiere eine Pseudozufallszahl v € V' gemafl der Wahrscheinlich-
keitsfunktion g, d.h., wéhle eine zufillige Komponente in V.
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3. Generiere eine Pseudozufallszahl x gemafl der bedingten Wahrschein-
lichkeitsfunktion

T |gn (=) = (ﬂ-x(v)|mn(—v)7 fur die :L’(’U), fur die (:c(v), :L'n(—v)) S E) .
Setze z,4+1(v) = x.

4. Die Werte fiir alle anderen Komponenten w # v werden nicht geéndert,
d.h., zpy1(w) = zp(w) fir jedes w € V' \ {v}. Setze n =n + 1.

5. Wenn n grofl genug ist, dann akzeptiere @, als Pseudozufallsvektor
der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7. Ansonsten geh zuriick zu Punkt 2.

Beispiel 6.7.1 (Hard-Core-Modell fiir soziale Netzwerke) Die Mitarbeiter-
struktur eines Unternechmens werde durch ein soziales Netzwerk modelliert.
Jeder Mitarbeiter wird durch einen Knoten des Netzwerks dargestellt und
die (endliche) Menge aller Knoten mit V' bezeichnet. Zwei unterschiedliche
Knoten sind durch eine Kante verbunden, wenn die zugehorigen Mitarbeiter
an einem gemeinsamen Projekt arbeiten, wobei jeder Mitarbeiter in mehre-
ren Projekten tatig sein kann.

Das Unternehmen méochte einige Mitarbeitern zu Projektleitern befér-
dern. Wenn ein Mitarbeiter zum Projektleiter ernannt wird, dann wird der
zugehorige Knoten im Netzwerk durch eine 1 markiert, ansonsten durch eine
0. Allerdings soll es pro Projekt maximal einen Projektleiter geben, d.h., dass
zwei durch eine Kante verbundene Knoten nicht gleichzeitig mit 1 markiert
sein kénnen. Wir betrachten demzufolge den Zustandsraum E ¢ {0,1}V],
der alle zuldssigen Konfigurationen des Netzwerks enthélt, d.h., alle Konfi-
gurationen, bei denen es hochstens einen Projektleiter pro Projekt gibt (also
keine zwei mit 1 markierten verbundenen Knoten). Im Allgemeinen wird ein
solches Modell als Hard-Core-Modell bezeichnet.

Da alle Mitarbeiter vergleichbare Qualifikationen haben, méchte die Un-
ternehmensleitung die Entscheidung dariiber, welche Mitarbeiter beférdert
werden, dem Zufall iiberlassen. Man mdéchte also einen Pseudozufallsvek-
tor  aus F simulieren, wobei alle zulédssigen Konfigurationen gleich wahr-
scheinlich sein sollen. Dies bedeutet, dass man geméf3 der Wahrscheinlich-
keitsfunktion 7 mit 7, = $ fiir jedes € E und ¢ = |E| simulieren mochte.
Insbesondere dann, wenn die Anzahl von Knoten (bzw. Mitarbeitern) und
Kanten im Netzwerk grof ist, ldsst sich die Anzahl ¢ von zuléssigen Konfi-
gurationen nur mit einem grofien Aufwand ermitteln, weshalb herkémmliche
Simulationsalgorithmen nicht gut anwendbar sind.

Eine Alternative zur Simulation einer zuldssigen Konfiguration  aus £
stellt der Gibbs-Sampler dar. Es sei g die Wahrscheinlichkeitsfunktion der
diskreten Gleichverteilung auf V', d.h., ¢, = % fir jedes v € V. Auflerdem
ist fiir v € V und & € E die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion 7. |4(_,)
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gegeben durch

wenn (1, z(—v)) € E,

1
T z(—v) = P(X(U) =1 | X(—’U) = :IJ(—’U)) = 2"
0, sonst
und 7o) p(—y) = 1 — 71| z(—y)- Darauf basierend lésst sich der folgende Simula-
tionsalgorithmus zur Erzeugung eines Pseudozufallsvektors & aus E mittels
eines Gibbs-Samplers angeben.

1. Wahle als Anfangskonfiguration oy denjenigen Zustand, bei dem alle
Knoten mit 0 markiert sind, d.h., zo(v) = 0 fiir jedes v € V. Setze
n=0.

2. Generiere eine Pseudozufallszahl v geméfl der Wahrscheinlichkeits-
funktion g (d.h., wéhle einen Knoten v € V' rein zufillig aus).

3. Wirf eine faire Miinze. Wenn die Miinze ,,Kopf” zeigt und z,,(w) = 0
fiir all diejenigen Knoten w € V', die mit v verbunden sind, dann setze
Zn+1(v) = 1, ansonsten setze x,41(v) = 0.

4. Die Werte fiir alle anderen Knoten w # v werden nicht geéndert, d.h.,
Tpt1(w) = xp(w) fir jedes w € V'\ {v}. Setze n =n + 1.

5. Wenn n grof3 genug ist, dann akzeptiere x,, als rein zuféllig ausgewéhlte
zuléssige Konfiguration aus . Ansonsten geh zuriick zu Punkt 2.

6.7.2 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Finen weiteren MCMC-Algorithmus stellt der Metropolis-Hastings-Algorith-
mus (nach Nicholas Metropolis, 1915-1999, und W. Keith Hastings, geb.
1930) dar, welcher als Verallgemeinerung des Gibbs-Samplers interpretiert
werden kann. Dabei hat zum einen die Ubergangsmatrix P der konstruier-
ten Markov-Kette eine allgemeinere Form als in Abschnitt 6.7.1 und zum
anderen wird eine Akzeptanz- und Verwerfungsmethode in den Algorithmus
integriert.

Wie in Abschnitt 6.7.1 sei V eine endliche Indexmenge und X = {X (v),v €
V) ein diskreter Zufallsvektor mit endlichem Wertebereich E c RIVI. Des
Weiteren sei w = (15, € F) die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Zufalls-
vektors X, sodass m, > 0 fiir jeden Zustand € E. Wir betrachten eine
irreduzible und aperiodische stochastische |E| x |E| Matrix Q = (qgq), d.h.,
fir jedes © € E bildet {ggq, ' € E} eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
E, wobei wir annehmen, dass gz, > 0 gilt, wenn gz, > 0 fir @, 2’ € E.
AuBlerdem sei A = (agq) eine |E| x |E| Matrix mit az,r = min {1, %}

fiir jedes Paar x,x’ € E.



KAPITEL 6. MONTE-CARLO-SIMULATION VON
ZUFALLSVARIABLEN

Satz 6.7.2 Es sei X, X,... eine Markov-Kette mit Zustandsraum F,
beliebiger Anfangsverteilung a und Ubergangsmatrix P = (pgg), wobei
Paa = Qua' Oz fir jedes x, @’ € E mit © # &’ und ppp = 1 — >t Daar fiT
x € E. Dannist X, X1, ... irreduzibel und aperiodisch und das Paar (P, )
ist reversibel. Hieraus folgt insbesondere, dass 7 die eindeutig bestimmte
Grenzverteilung der Markov-Kette X, X1, ... ist.

Bemerkung 6.7.1 1. Das Theorem besagt, dass der Zufallsvektor X,
fiir grofle n ndherungsweise geméafl der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7
verteilt ist.
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2. Die Ubergangsmatrix P lisst sich wie folgt interpretieren. Wenn sich
die Markov-Kette zum Zeitpunkt n im Zustand x € E befindet, dann
wird zunéchst ein moglicher (Folge-) Zustand @’ € E gemafl der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion {gz.,x’ € E} ausgewéhlt. Dieser wird dann
mit Wahrscheinlichkeit a,,s akzeptiert. Wird der vorgeschlagene Zu-
stand abgelehnt, so befindet sich die Markov-Kette zum Zeitpunkt
n + 1 noch immer im Zustand x.

3. Ein grofler Vorteil des Metropolis-Hastings-Algorithmus ist, dass nur
die Quotienten :—z’ bekannt sein miissen. Daher eignet sich die Me-
thode insbesondere fiir Verteilungen, die eine unbekannte Normie-
rungskonstante enthalten (siche auch das Beispiel am Ende dieses Ab-
schnitts).

Pseudozufallsvektoren mit Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 kénnen gemaf
dem folgenden Simulationsalgorithmus erzeugt werden.

Simulationsalgorithmus

1. Wihle einen beliebigen (Anfangs-) Zustand xg € E und setze n = 0.

2. Generiere einen Pseudozufallsvektor ' geméafl der Wahrscheinlichkeits-
funktion {¢g, ., @’ € E}.

ﬂ'm/qz’mn

)
Txpn 9, 2/

3. Erzeuge eine Standard-Pseudozufallszahl u. Wenn u < min {1

dann setze ®, 11 = @’. Ansonsten gilt x,, 11 = x,. Setze n =n + 1.

4. Wenn n grofy genug ist, dann akzeptiere x,, als Pseudozufallsvektor
der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7. Ansonsten geh zuriick zu Punkt 2.

Beispiel 6.7.2 (Boltzmann- Verteilung) Der Metropolis-Hastings-Algorith-
mus kann z.B. zur Simulation von physikalischen Systemen geméf; der Boltz-
mann-Verteilung (nach Ludwig Eduard Boltzmann, 1844-1906) genutzt wer-
den. Es beschreibe V' die (endliche) Struktur des betrachteten Systems und
der endliche Zustandsraum E C RIV! beinhalte die Menge aller moglichen
(thermodynamischen) Zustinde x = (z(v),v € V), die das physikalische
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System annehmen kann. Der Zustand des Systems soll geméfl der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion # = (7, € E) mit 7, = %exp{—%H(m)} fiir
jedes x € E simuliert werden. Dabei ist H(x) die Energie des Systems im
Zustand x, T' die Temperatur und Z =) . pexp {—%H(w)} eine Normie-
rungskonstante, die gewéhrleistet, dass 7 eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
ist. Wenn die Anzahl |V| von Komponenten des Systems grof ist und das
physikalische System eine komplizierte Struktur aufweist, sodass die Ener-
gie H(x) eines Zustands & € E schwierig zu berechnen ist, dann kann die
Konstante Z im Allgemeinen nicht oder nur mit groflem Aufwand exakt
berechnet werden.

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus kann in diesem Fall zur Simulati-
on des Systems verwendet werden. Wir nehmen an, dass sich eine Graphen-
struktur auf E bilden lasst. Zum Beispiel konnen zwei Zustinde x,x’ € FE
als verbunden betrachtet werden, wenn sie in mindestens einer Komponente
v identisch sind (d.h. (v) = @/(v) fiir mindestens ein v € V') oder wenn sie
in mindestens der Halfte der Komponenten des Systems identisch sind (d.h.
x(v) = &/(v) fiir mindestens die Héilfte aller Komponenten v € V). Eine
natiirliche Wahl der stochastischen Matrix Q = (ggq) wire dann durch

1

— , wenn ' mit & verbunden ist,

Qea!’ = N

0, sonst

gegeben, wobei n, die Anzahl der mit @ verbundenen Zustédnde in E bezeich-
net. Um zu gewéhrleisten, dass @ irreduzibel und aperiodisch ist, nehmen
wir an, dass jeder Zustand x € F mit sich selbst verbunden ist und dass
es fiir je zwei Zustinde x,x’ € F eine Folge y,,...,y, € F gibt, sodass
x =y, =1y, und sodass y; und y,,, verbunden sind fir i =0,...,n—1.
Die Matrix A = (az,) der Akzeptanzwahrscheinlichkeiten lasst sich schlief3-
lich wie folgt bestimmen:

1 1 / 1
1Qpt 7 €Xp —*H(CC) s
Gy — min{l,mg Qmw} _ min{l, Z { T }nm }

Tedza’ ZeXp{_TH(m)} ni

= min {1, ;L:/ exp {H(w) ;H(w') }}

fiir jedes verbundene Paar x,x’ € E. Insbesondere muss die Normierungs-
konstante Z nicht bekannt sein.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 kann dann geméfl dem folgenden Al-
gorithmus simuliert werden.

—
—

Simulationsalgorithmus

1. Wahle einen beliebigen (Anfangs-) Zustand xg € E und setze n = 0.
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Wihle rein zufillig einen Zustand @’ aus der Menge derjenigen Zu-
stdnde in F, die mit x,, verbunden sind.

Erzeuge eine Standard-Pseudozufallszahl . Wenn

u < min {1, Zm’: exp { H(wn); H(@) }} )

xr

dann setze ;41 = x’. Ansonsten gilt x, 1 = x,. Setze n = n + 1.

Wenn n grof§ genug ist, dann akzeptiere x, als Pseudozufallsvektor
der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7. Ansonsten geh zuriick zu Punkt 2.



Kapitel 7

Beschreibende Statistik

7.1 Typische Fragestellungen, Aufgaben und Ziele
der Statistik

Im alltaglichen Sprachgebrauch versteht man unter ,,Statistik* eine Darstel-
lung von Ergebnissen des Zusammenzahlens von Daten und Fakten jeglicher
Art, wie z.B. 6konomischen Kenngrofien, politischen Umfragen, Daten der
Marktforschung, klinischen Studien in der Biologie und Medizin, usw.

Die mathematische Statistik jedoch kann viel mehr. Sie arbeitet mit
Daten-Stichproben, die nach einem bestimmten Zufallsmechanismus aus der
Grundgesamtheit aller Daten, die in Folge von Beobachtung, Experimen-
ten (reale Daten) oder Computersimulation (synthetische Daten) erhoben
wurden. Dabei beschéftigt sich die mathematische Statistik mit folgenden
Fragestellungen:

1. Wie sollen die Daten gewonnen werden? (Design von Experimenten)

2. Wie sollen (insbesondere riesengrofie) Datensétze beschrieben werden,
um die Gesetzméfigkeiten und Strukturen in ihnen entdecken zu kon-
nen? (Beschreibende (deskriptive) und explorative Statistik)

3. Welche Schliisse kann man aus den Daten ziehen? (Schlieende oder
induktive Statistik)

Statistik

Design von Experimenten‘ ’Beschreibende Statistik‘ ’ Schliefende Statistik‘

In dieser einfithrenden Vorlesung werden wir Teile der beschreibenden
und schlieenden Statistik kennenlernen, wobei die Datenerhebung aus Platz-
griinden ausgelassen wird. Die Arbeitsweise eines Statistikers sieht folgen-
dermaflen aus:

110
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1. Datenerhebung
2. Visualisierung und beschreibende Datenanalyse

3. Datenbereinigung (z.B. Erkennung fehlerhafter Messungen, Ausreifern,
usw.)

4. Ezxplorative Datenanalyse (Suche nach GesetzméfBigkeiten)
5. Modellierung der Daten mit Methoden der Stochastik

6. Modellanpassung (Schétzung der Modellparameter)

7. Modellvalidierung (wie gut war die Modellanpassung?)

8. Schliefflende Datenanalyse:

o Konstruktion von Vertrauensintervallen (Konfidenzintervallen) fiir
Modellparameter und deren Funktionen,

o Tests statistischer Hypothesen,

o Vorhersage von Zielgrofien (z.B. auf Basis modellbezogener Com-
putersimulation).

Uns werden in diesem Vorlesungsskript vor allem die Arbeitspunkte 2), 4)—
6) und 8) beschéftigen.

7.2 Statistische Merkmale und ihre Typen

Die Daten, die zur statistischen Analyse vorliegen, kénnen eine oder mehrere
interessierende Groflen (die auch Variablen oder Merkmale genannt werden)
umfassen. IThre Werte werden Merkmalsauspragungen genannt. In dem nach-
folgenden Diagramm werden mogliche Typen der statistischen Merkmale
gegeben.

[ Statistische Merkmale ]

qualitativ quantitativ

(=) (=1 (=] (=
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Diese Typen entstehen in Folge der Klassifikation von Wertebereichen (Ska-
len) der Merkmale. Dennoch ist diese Einteilung nicht vollsténdig und kann
bei Bedarf erweitert werden. Man unterscheidet qualitative und quantitative
Merkmale. Quantitative Merkmale lassen sich inhaltlich gut durch Zahlen
darstellen (z.B. Kredithohe in €, Korpergewicht und Korpergroe, Blut-
druck usw.). Sie konnen diskrete oder stetige Wertebereiche haben, wobei
diskrete Merkmale isolierte Werte annehmen koénnen (z.B. Anzahl der Sché-
den eines Versicherers pro Jahr). Stetige Wertebereiche hingegen sind tiber-
abzéahlbar. Dennoch liegen in der Praxis stetige Merkmale in gerundeter
Form vor (z.B. Korpergrofle auf cm gerundet, Geldbetrage auf € gerundet
usw.).

Im Gegensatz zu den quantitativen Merkmalen sind die Inhalte der qua-
litativen Merkmale, wie z.B. Blutgruppe (0, A, B und AB) oder Familien-
stand (ledig, verheiratet, verwitwet), nicht sinnvoll durch Zahlen darzustel-
len. Sie kénnen zwar formell mit Zahlen kodiert werden (z.B. bei Blutgrup-
pen 0 =0, A=1, B=2, AB = 3), aber solche Kodierungen stellen keinen
inhaltlichen Zusammenhang zwischen Auspriagungen und Zahlen-Codes dar
sondern dienen lediglich der besseren Identifikation der Merkmale auf ei-
nem Rechner. Es ist insbesondere unsinnig, Mittelwerte und &dhnliches von
solchen Codes zu bilden.

Ein qualitatives Merkmal mit nur 2 Ausprdgungen (z.B. ménnlich / weib-
lich, Raucher / Nichtraucher) heifit alternativ. Ein qualitatives Merkmal
kann ordinal (wenn sich eine natiirliche lineare Ordnung in den Merkmals-
auspragungen finden lisst, wie z.B. gut / mittel / schlecht bei Qualitits-
bewertung in Umfragen oder sehr gut / gut / befriedigend / ausreichend
/ mangelhaft / ungeniigend bei Schulnoten) oder nominal (wenn eine sol-
che Ordnung nicht vorhanden ist) sein. Beispiele von nominalen Merkmalen
sind Fahrzeugmarken in der KFZ-Versicherung (z.B. BMW, Peugeot, Volvo,
usw.) oder Fiihrerscheinklassen (A, B, C, ...). Datenmerkmale kénnen auch
mehrdimensionale Auspragungen haben. In dieser Vorlesung behandeln wir
jedoch hauptséchlich eindimensionale Merkmale.

7.3 Statistische Daten und Stichproben

Aus den obigen Beispielen wird klar, dass ein Statistiker mit Datensétzen der
Form (z1,...,x,) arbeitet, wobei die Einzeleintriage x; aus einer Grundge-
samtheit G C R¥ stammen, die hypothetisch unendlich gro8 ist. Der vorlie-
gende Datensatz (z1,...,x,) wird auch (konkrete) Stichprobe von Umfang
n genannt. Die Menge B aller potentiell moglichen Stichproben bezeich-
nen wir als Stichprobenraum und setzen zur Vereinfachung der Notation
B = R*". In diesem Skript werden wir meistens die univariate statistische
Analyse (also k = 1, ein eindimensionales Merkmal) betreiben. In der be-
schreibenden Statistik arbeitet man mit Stichproben (z1,...,z,) und ihren
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Funktionen, um diese Daten visualisieren zu kénnen. Fiir die Aufgabe der
schliefenden Statistik jedoch reicht diese Datenebene nicht mehr aus. Daher
wird die zweite Ebene der Betrachtung eingefiihrt, die sogenannte Model-
lebene. Dabei wird angenommen, dass die konkrete Stichprobe (z1,...,zy)
eine Realisierung eines stochastischen Modells (X7, ..., X,,) darstellt, wobei
X1,..., X, (meistens unabhéngige identisch verteilte) Zufallsvariablen auf
einem (nicht ndher spezifizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (9, F, P) sind.
Diese Zufallsvariablen X;, ¢ = 1,...,n konnen als konsequente Beobach-
tungen eines Merkmals interpretiert werden.

Der Vektor (X1, ..., X,) wird dabei Zufallsstichprobe genannt. Man setzt

weiter voraus, dass EXi2 < oo Vi =1,...,n, damit man von der Varianz
Var X; der Einzeleintrige sprechen kann. Es wird auflerdem angenommen,
dass ein w € Q existiert, sodass X;(w) = x; Vi = 1,...,n. Sei F die

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X;. Eine der wichtigsten Aufgaben
der Statistik ist die Bestimmung von F' (man sagt, ,,Schiatzung von F*“) aus
den konkreten Daten (z1,...,x,). Dabei konnen auch Momente von F' und
ihre Funktionen (Erwartungswert, Varianz, Schiefe, usw.) von Interesse sein.

7.4 Stichprobenfunktionen

Um die obigen Aufgaben erfiillen zu kénnen, braucht man gewisse Funktio-
nen ¢ : R® - R™ | m € N auf dem Stichprobenraum, die diese Stichprobe
bewerten.

Definition 7.4.1 Eine Borel-messbare Abbildung ¢ : R™ — R™ heif3t Stich-
probenfunktion. Wenn man auf der Modellebene mit einer Zufallsstichprobe
(X1,...,X,) arbeitet, so heifit die Zufallsvariable

gO(Xl, e ,Xn)

eine Statistik. In der Schétztheorie spricht man dabei von Schdtzern und bei
statistischen Tests wird p(X71,...,X,) Teststatistik genannt.

Beispiele fiir Stichprobenfunktionen sind unter anderen das Stichprobenmit-

tel
1 n
j = — €T,
n n ;:1 (3

die Stichprobenvarianz

und die Ordnungsstatistiken

Z(1) < Z(2) <... <x(n),
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die entstehen, wenn man eine Stichprobe, die aus quantitativen Merkmalen

besteht, linear ordnet (z(1) = min=1__n T, ..., T() = MaxX=1._, ;). Im

Folgenden werden weitere Beispiele und ihre Charakteristiken diskutiert.
Sei eine konkrete Stichprobe (x1,...,2,), x; € R gegeben, wobei die

x; als Realisierungen der Zufallsvariablen X; 2 X mit Verteilungsfunktion
F' interpretiert werden koénnen.

7.5 Verteilungen und ihre Darstellungen

In diesem Abschnitt werden wir Methoden zur statistischen Beschreibung
und grafischen Darstellung der (unbekannten) Verteilung F' betrachten.

7.5.1 Haufigkeiten und Diagramme

Falls das quantitative Merkmal X eine endliche Anzahl von Auspridgungen
{ai,...,ax}, a1 < ag < ... < ag, besitzt, also

P(X €{a1,...,a}) =1,

dann kann eine Schatzung der Zahldichte p; = P(X = a;) von X aus den
Daten (z1,...,T,) grafisch dargestellt werden. Ahnliche Darstellungen sind
fiir die Dichte f(z) von absolut stetigen Merkmalen X moglich, wobei ihr
Wertebereich C sich in k Klassen aufteilen lasst: (¢;—1,¢], @ =1,...,k,
wobel ¢g = —00, ¢ < ... < ¢i_1, ¢ = oo ist. Dann kann die Zahldichte
pi = P(X € (ck—1,cx]) gegeben durch

pi:/l f@)dei,  i=0,....k
Ci—1

betrachtet werden.

Definition 7.5.1 1. Die absolute Hdiufigkeit von Merkmalsauspragung
a; bzw. Klasse (¢i—1,¢], i=1,...,kist n; = #{zj, j=1,...,n:
xj=a;} baw. n; = #{x;, j=1,...,n: z; € (ci—1, ¢}

2. Die relative Hiufigkeit von Merkmalsauspragung a; bzw. Klasse (¢;—1, ¢;]
ist fl Z"i/n, 1=1,...,k.

Es gilt offensichtlich n = Zle ni, 0<f <1, Zle fi = 1. Die
absoluten und relativen Haufigkeiten werden oft in Héufigkeitstabellen zu-
sammengefasst. Zu ihrer Visualisierung dienen so genannte Diagramme. Hi-
stogramme werden gebildet, indem man die Paare (a;, f;) (bzw. (1/2(c; +
xa)), f1), (YV2(cici+c), fi), i =2, k=1, (Y2(cr—1+2(n)), fr) im absolut
stetigen Fall, wobei hier die Bezeichnung a; = 1/2(¢;—1 + ¢;) verwendet wird
und x(1) < €1, Z(y) > k-1 angenommen wird.) auf der Koordinatenebene
(z,y) folgendermaflen auftrigt:
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e Stabdiagramm: f; wird als Hohe des senkrechten Strichs iiber a; dar-

gestellt:
y A
far T
T | ]
| .
0 ai as as ay T

e Sdulendiagramm: genauso wie ein Stabdiagramm, nur werden Striche
durch Séulen der Form (c;—1,¢;] X f; ersetzt, wobei im diskreten Fall
die Aufteilung der reellen Achse —co = ¢p < ¢ < o2 < ... < 1 <
¢, = oo in Intervalle beliebig vorgenommen werden kann.

y A
fa
fir
0 ciraicoaocsascs ... CLOKCk+1 T

020

015

010

005

0.00

g m
° T T T T T
© w = @

Abbildung 7.1: Das Histogramm der Daten mit einer rechtssteilen (links-
schiefen), symmetrischen und linkssteilen (rechtsschiefen) Verteilung und
ihre Dichte.

Bemerkung 7.5.1 Die in Abschnitt 7.5.1 betrachteten Methoden dienen
der Visualisierung von (Z&hl-) Dichten der Verteilung eines beobachteten
Merkmals X. Aus dem Histogramm kann z.B. die Interpretation der Form
der Dichte abgelesen werden:

Ist die zugrundeliegende Verteilung F'x symmetrisch bzw. linkssteil (rechts-
schief) oder rechtssteil (linksschief) (vgl. Abb. 7.1) oder ist sie unimodal (d.h.
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eingipflig), bimodal (d.h. mit 2 Gipfeln) oder multimodal (also mit mehreren
Gipfeln) (vgl. Abb. 7.2).

Abbildung 7.2: Histogramm der Daten mit der Dichte einer unimodalen,
bimodalen und multimodalen Verteilung

7.5.2 Empirische Verteilungsfunktion
Es sei eine konkrete Stichprobe (x1,...,z,) gegeben, die eine Realisierung
des statistischen Modells (X7,..., X)) ist, wobei Xji,...,X,, unabhéngige

identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fx : X; 4 X ~
Fx sind. Wie kann die unbekannte Verteilungsfunktion Fx aus den Daten
(x1,...,xy,) rekonstruiert (die Statistiker sagen , geschitzt“) werden? Dies
ist mit Hilfe der sogenannten empirischen Verteilungsfunktion méglich:

Definition 7.5.2 1. Die Funktion
Fy(x) =#{z;i: z;<z,i=1,...,n}/n z€R,

heifit empirische Verteilungsfunktion der konkreten Stichprobe x =
(w1,...,2,). Dabei gilt £}, : R*™ — [0,1],da F,(z) = ¢(21, . .., Tn, T).
2. Die mit 2 € R indizierte Zufallsvariable £}, : Q x R — [0, 1] heifit em-
pirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,), wenn

. . 1

Folz,w)=Fy(z) = —#{X;,i=1,...,n: X;(w) <z}, zeR.
n

Aquivalent zur Definition 7.5.2 kann man

n
Fo(z) = Zl(xz <z), zeR
i=1

schreiben, wobei
1, z€A

0, sonst.

I(aceA):{
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Es gilt
L, x>y,
Fo(z) = L vy <z <Tipy, i=1,...,n—1,
0, x<uzq).

flir Ty <T) <...<ITp.

Dabei ist die Hohe des Sprungs an Stelle z(;) gleich der relativen Héu-
figkeit f; des Wertes x(;). Falls z;) = z(;4) filr ein 7 € {1,...,n}, so tritt
der Wert i/n nicht auf. In Abbildung 7.3 sieht man, dass F,(z) eine rechtss-

Fn A
14 —
fn)
Jin-1) ]
e
> '
f3
R
fi
Ty Te) ZE) .

Abbildung 7.3: Eine typische empirische Verteilungsfunktion

tetige monoton nichtfallende Treppenfunktion ist, fiir die Fn(x) = 0,
€T —0o0

By (x) vl gilt.

Ubungsaufgabe 7.5.1 Zeigen Sie, dass Fn(x) eine Verteilungsfunktion ist.

7.6 Beschreibung von Verteilungen

MaBzahlen einer Stichprobe

VAN

Konzentrations- MaBe fiir Schiefe
LagemaBe StreuungsmaBe maBe und Wolbung
Es sei eine konkrete Stichprobe (z1,...,z,) gegeben. Im Folgenden werden

Kennzahlen (die sogenannten Mafle) dieser Stichprobe betrachtet, welche
die wesentlichen Aspekte der der Stichprobe zugrundeliegenden Verteilung
wiedergeben:



KAPITEL 7. BESCHREIBENDE STATISTIK 118

1. Wo liegen die Werte z; (Mittel, Ordnungsstatistiken, Quantile)? =
Lagemafle

2. Wie stark streuen die Werte z; (Varianz) = Streuungsmafle

3. Wie stark sind die Werte z; in gewissen Bereichen von R konzentriert
—> Konzentrationsmafle

4. Wie schief bzw. gew6lbt ist die Verteilung von X = Mafle fiir Schiefe
und Wélbung

7.6.1 Lagemafle

Man unterscheidet folgende wichtige Lagemafe:

o Mittelwerte: Stichprobenmittel (arithmetisch), geometrisches und har-
monisches Mittel, gewichtetes Mittel, getrimmtes Mittel

e Ordnungsstatistiken und Quantile, insbesondere Median und Quartile
e Modus
Betrachten wir sie der Reihe nach:

1. Mittelwertbildung: Seit der Antike kennt man mindestens 3 Arten der

Mittelberechnung von n Zahlen (z1,...,x,):
o arithmetisch: T, =1/nY 1y x;, Vxi,...,z, €R,
o geometrisch: x§ = Yx1 - xn, x1,...,Zn >0,
-1
e harmonisch: x!! = (1/n A xi_l) s T1ye.., Ty 7O,

(a) Das arithmetische Mittel wird in der Statistik am meisten be-
nutzt, weil es keine Voraussetzungen iiber den Wertebereich von
Z1,...,Ty braucht. Es wird auch Stichprobenmittel genannt. Of-
fensichtlich ist z, ein Spezialfall des sogenannten gewichteten
Mittels ¥ = "I | wix;, wobei fiir die Gewichte w; > 0 Vi =
1,...,nund > 7 ; w; =1 gilt. Als eine natiirliche Gewichtewahl
kommt w; = 1/n, Vi =1,...,n bei einer konkreten Stichprobe
(x1,...,xy,) in Frage. Die Summe aller Abweichungen von z,, ist
Null, denn 7' (z; — &) = nZy, — n&y = 0, d.h. T, stellt geo-
metrisch den Schwerpunkt der Werte z; dar, falls jedem Punkt
eine Einheitsmasse zugeordnet wird. Wenn es in der Stichprobe
grofle Ausreiffer gibt, so beeinflussen sie das Stichprobenmittel
entscheident und erschweren so die objektive Datenanalyse. Des-
halb verwendet man oft die robuste Version des arithmetischen



KAPITEL 7. BESCHREIBENDE STATISTIK 119

Mittels, das sogenannte getrimmte Mittel:

) 1 n—k
v :n—2k.z i)

i=k+1

bei dessen Berechnung die k£ kleinsten und k grofiten Ausreifer
ausgelassen werden, wobei k < n/2.

Das geometrische Mittel wird hauptséchlich bei der Beobachtung
von Wachstums- und Zinsfaktoren verwendet. Sei x; = Bi/B,_,
1 = 1,...,n der Wachstumsfaktor des Merkmals B;, das in den
Jahren ¢ = 1,...,n beobachtet wurde (z.B. Inflationsfaktor).
Dann ist B, = By - x1 ... -z, und somit wire der Zins im
Jahre n

Bg:Bowll‘n:Bo(l‘%)n .

Fiir das geometrische Mittel gilt

1 & 1 &
logad = — Zloga;i <log ( Z%)
nia i
wegen der Konkavitét des Logarithmus, d.h. logzy = logz, <
log z,, und somit z¢ < Z,, wobei z9 = I, genau dann, wenn
1T = ...= Tp.
Das harmonische Mittel wird bei der Ermittlung von z.B. durch-
schnittlicher Geschwindigkeiten gebraucht.

Beispiel 7.6.1 Seien x; Geschwindigkeiten mit denen Bautei-
le eine Produktionslinie der Lénge [ durchlaufen. Die gesamte
Bearbeitungszeit ist !/z; + ...+ !/z, und die Durchschnittslaufge-
schwindigkeit

I+...+1 _ b
l/zl—l—...—i-l/;rn oo
Esgiltx(l)gxﬁgx%gfngz(n) firz; >0,1=1,...,n.

Ubungsaufgabe 7.6.1 Beweisen Sie diese Relation per Induk-
tion bzgl. n.

2. Ordnungsstatistiken und Quantile

Definition 7.6.1 Die Ordnungsstatistiken z(;), i =1,...,n der Stich-
probe (z1,...,2,) sind durch die messbare Permutation ¢(x1,...,z,)
gegeben, so dass

2y =min {z;: #{k: 2, <xj} >}, Vi=1,....n.

Somit gilt z(;) < x(g) < ... < x(y,). Dieselbe Definition kann auch auf
der Modellebene gegeben werden.
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Definition 7.6.2 (a) Seinun X die Zufallsvariable, die das Merkmal
modelliert. Sei F'x ihre Verteilungsfunktion. Die verallgemeinerte
Inverse von Fx, definiert durch

Fx'(y) = inf {z : Fx(z) >y}, ye€[0,1],
heifit Quantilfunktion von Fx bzw. X. Es gilt F)El . [0,1] —
R U {#o0}. Die Zahl F'(a), a € [0,1] wird a-Quantil von Fx
genannt.
(b) o Fx'(0,25) heiBt unteres Quartil,
. F§1(0,75) heifit oberes Quartil,
o F3'(0,5) heiBt der Median der Verteilung von X.
Zwischen Ordnungsstatistiken und Quantilen besteht ein enger Zusam-
menhang. So bedeutet Fi'(a), o € (0,1), dass ca. a-100% aller
Merkmalsauspriigungen in der Stichprobe (z1,...,2,) unter Fy'(a)
und ca. (1 — a) - 100% iiber Fi'(a) liegen (im absolut stetigen Fall).

Insbesondere gilt F )}l(a) N Z([na]), deshalb werden Ordnungsstatisti-
ken auch empirische Quantile genannt. Dabei ist x, definiert als

. {x([m]+1), na ¢ N
1/2(:6([na]) + x([na]ﬂ)) , na€N
Dies ist die allgemeine Definition des empirischen a-Quantils.

Der empirische Median ist

T, 41 n ungerade

Tmed =
1
5 (x(n) +x(g+1)) ,  n gerade.

2

Somit sind mindestens 50% aller Stichprobenwerte kleiner gleich und
50% grofler gleich x,,0q. Der Median ist ein Lagemaf, das ein robuster
Ersatz fiir den Mittelwert darstellt, denn er ist bzgl. Ausreiflern in der
Stichprobe nicht sensibel.

Die oben genannten Statistiken werden in einem Box-Plot zusammen-
gefasst und grafisch dargestellt:

interquartiler Abstand

}7 4{000000

Tmin = T(1) 20,25 Lmed 20,75 20,95 Lmaz = L(n)
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Manchmal werden z(;) und z(,) durch zpos und xgg95 ersetzt. Die
restlichen Werte werden dariiber hinaus als Einzelpunkte auf der z-
Achse abgebildet. Dann liegt ein sogenannter modifizierter Box-Plot
vor.

3. Modus: Sei (x1,...,x,) eine Stichprobe, die aus n unabhéngigen Rea-
lisierungen des Merkmals X besteht. Sei (p(x)) f(x) die (Z&hl-) Dichte
von X, wobei die Verteilung von X undimodal ist.

Definition 7.6.3 (a) Der Wert x,,,q = argmax f(z) (argmax p(x))
wird der Modus der Verteilung von X genannt (vgl. Abb. 7.4).

(b) Empirisch wird #,,,q als W fiir m = argmax f; definiert,
also als die Mitte des Intervalls mit der grofiten Héufigkeit des
Vorkommens in der Stichprobe, falls dieser eindeutig bestimmbar
ist.

f()

0‘ Tmod T

Abbildung 7.4: Veranschaulichung des Modus

Den Mittelwert z,,, Median x,,.q und Modus x,,,4 kann man auch wie
folgt definieren:

n
T, = argmin Z(azz —x)?
zeR i=1

n

Tmed = aTg minz |x; — x|

xER i=1
Tmod = W, wobei m = argmin;_; ., > I(x; ¢
(¢j-1,¢5])

Ubungsaufgabe 7.6.2 Zeigen Sie die Aquivalenz der oben genannten
Definitionen des Mittelwerts z,,, Medians z,,.q und des Modus x,,04
zu den bekannten Definitionen.

Die Grofien Ty, Tpmeq und Zy,oq konnen auch zur Beschreibung der Sym-
metrie einer unimodalen Verteilung Fx von Daten (z1,...,x,) verwendet
werden, da
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e bei symmetrischen Verteilung F'y gilt T, & Tied = Timod
e bei linkssteilen Verteilung F'x gilt 2,00 < Timed < Tn

¢ bei rechtssteilen Verteilung Fx gilt Z,, < Tmed < Tmod-

7.6.2 Streuungsmafle

Bekannte Streuungsmafle einer konkreten Stichprobe (x1,...,z;,) sind die
folgenden Grofen:
o Spannweite T () — T (1),

o empirische Varianz 52 = 37 | (z; — T,,)?,

o Stichprobenvarianz s? = 2= 3" | (z; — &n)? = 2552,

o empirische Standardabweichungen S, = \/82 , sn = \/s2,

n

o empirischer Variationskoeffizient ~, = sn/z,, falls z,, > 0.

Die Spannweite zeigt die maximale Streuung in den Daten, wobei sich
die empirische Varianz mit der mittleren quadratischen Abweichung vom
Stichprobenmittel auseinandersetzt. Hier sind einige Eigenschaften von 52
(bzw. 52, da sie sich nur durch einen Faktor unterscheiden):

Lemma 7.6.1 1. Fiir jedes b € R gilt

n n

Z(xl —b)?= Z(:cl —Zn)2 + n(z, —b)?
i=1 i=1
und somit fir b =0

sn:%Z(ﬂvf—ii) bzw. Sg‘:nil,

=1 A

n
=1
2. Transformationsregel:
Falls die Daten (x1,...,2;,) linear transformiert werden, d.h. y; =
ax; +b,a#0,beR, dann gilt

Ei,y = 0253@ bzw. Sny = |alSnz
wobei
— 1 n _ B 1 n -
Frw = DB = Y @)’

i=1 =1
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Beweis 1. Es gilt:

=1 i=1
=Y (@i —2n)?+2) (@i —Tn) (Tn —b) + > _(Zn —b)?
=1 i=1 =1
= (@i — Tn)? +2(Tp — b) - Y (i — Tn) +n(Tn — b)?, VHER.
i=1 i=1
=0
2. Es gilt

_ 1< _ 28 _ _
Sghy = - E (ax; +b— ax, — b)2 = E (w; — JUn)Q = 0253@ .
i=1 i=1

Der Skalierungsunterschied zwischen 52 und s2 ist den Eigenschaften der
Erwartungstreue von s2 zu verdanken, die spéter im Laufe dieser Vorlesung
behandelt wird, und besagt, dass fiir eine Zufallsstichprobe (X7, ..., X,,) mit
X; unabhéingig identisch verteilt, X; ~ X, Var X = 02 € (0,00) gilt Es? =

o2, wobei E52 = %02 — o2. Das heifit, wihrend bei der Verwendung
n (o]
von s2 zur Schiitzung von o2 kein Fehler ,,im Mittel“ gemacht wird, ist diese

Aussage fiir 52 nur asymptotisch (fiir groie Datenmengen n) richtig.

Aufgrund von i (z; — &) = 0 ist z.B. z, — &, durch z; — &, i =
1,...,n — 1 bestimmt. Somit verringert sich die Anzahl der Freiheitsgrade
in der Summe Y| (%; — Z,)? um 1 und somit scheint die Normierung —+
plausibel zu sein.

Die Standardabweichungen s, und s, werden verwendet, damit man die
selben Einheiten (und nicht ihre Quadrate, also z.B. Euro und nicht Euro?)
erhilt. Fiir normalverteilte Stichproben (X ~ N(u,0?)) liefert 5, auch die
»k-Sigma-Regel* (vgl. Vorlesung WR), die besagt, dass in den Intervallen

[Zn, — Sn, Tn + 5n] ca.  68%,
[, — 25, Ty, + 25, ca. 95% ,
[T, — 35p, Ty, + 35,] ca. 99%

aller Daten liegen.

Der Vorteil vom empirischen Variationskoeffizienten ist, dass er majs-
stabsunabhdngig ist und somit den Vergleich von Streuungseigenschaften
unterschiedlicher Stichproben zulésst.
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7.6.3 Mafle fiir Schiefe und Wolbung

Im Vorlesungsskript WR, Abschnitt 4.5 S. 99 wurden folgende Mafle fiir
Schiefe bzw. Wolbung der Verteilung einer Zufallsvariable X eingefiihrt:
Schiefe oder Symmetriekoeffizient:

wobei
w,=E(X -EX)F, o*=ph=Var X, X =

Wolbung (Exzess):

/

72 =" —3=EX") -3,

g

vorausgesetzt, dass E(X?) < oo. Fiir ihre Bedeutung und Interpretation
siehe die oben genannten Seiten des WR-Vorlesungsskriptes. Falls nun das
Merkmal X statistisch in einer Stichprobe (z1, ..., z,) beobachtet wird, wie
kénnen ~; und 72 aus diesen Daten geschitzt und interpretiert werden?
Als Schitzer fiir das k-te zentrierte Moment ) = E(X — EX)*, k € N

schlagen wir
n

= =3 (@ - )"
s
vor, die Varianz ¢2 wird durch
1 n
52 = - Z(mi T

geschétzt. Somit bekommt man den Momentenkoeffizient an der Schiefe
(engl. ,,skewness®)

Ly (w3
71—?,—

! (% ?:1(% _ a—jn)2)3/2 :

Falls die Verteilung von X linksschief ist, tiberwiegen positive Abweichungen
im Zéhler und somit gilt 47 > 0 fiir linksschiefe Verteilungen. Analog gilt
A1 = 0 flir symmetrische und 47 < 0 fiir rechtsschiefe Verteilungen.

Das Wolbungsmafl von Fisher (engl.  kurtosis“) ist gegeben durch

g B g wEin@mo ) g

W (An-a)

Falls 49 > 0 so ist die Verteilung von X steilgipflig, fiir 49 < 0 ist sie flach-
gipflig. Falls X ~ N(u,0?), so gilt 42 ~ 0. Die Ursache dafiir ist, dass
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die steilgipfligen Verteilungen schwerere Tails haben als die flachgipfligen.
Als Maf} dient dabei die Normalverteilung, fiir die y; = 9 = 0 und somit
A1 = 0, 42 = 0. So definiert, sind 4; und 42 nicht resistent gegeniiber Ausreis-
sern. Eine robuste Variante von 47 ist beispielsweise durch den sogennanten
Quantilskoeffizienten der Schiefe

%(a) _ (xlfa - Cﬂmed) - (xmed - xa) . ac (07 1/2)

Tl—a — Lo

gegeben.

Fir o = 0,25 erhdlt man den Quartilskoeffizienten. 4,(«) misst den
Unterschied zwischen der Entfernung des a- und (1 — «)-Quantils zum Me-
dian. Bei linkssteilen (bzw. rechtssteilen) Verteilungen liegt das (untere)
Zo-Quantil ndher an (bzw. weiter entfernt von) dem Median. Somit gilt

e J4(a) > 0 fiir linkssteile Verteilungen,

A

e J4(a) < O fiir rechtssteile Verteilungen,

A

e A4(a) = 0 fiir symmetrische Verteilungen.

Durch das zusétzliche Normieren (Nenner) gilt —1 < 44(a) < 1.

7.7 Quantilplots (Quantil-Grafiken)

Nach der ersten beschreibenden Analyse eines Datensatzes (z1,...,x,) soll
iiberlegt werden, mit welcher Verteilung diese Stichprobe modelliert wer-
den kann. Hier sind die sogenannten Quantilplots behilflich, da sie grafisch
zeigen, wie gut die Daten (z1,...,x,) mit dem Verteilungsgesetz G tiberein-
stimmen, wobei G die Verteilungsfunktion einer hypothetischen Verteilung
ist.

Sei X eine Zufallsvariable mit (unbekannter) Verteilungsfunktion Fl.
Auf Basis der Daten (Xi,...,X,), X; unabhéngig identisch verteilt und

X; 2 X mochte man priifen, ob F'x = G fiir eine bekannte Verteilungsfunk-
tion G gilt. Die Methode der Quantil-Grafiken besteht darin, dass man die
entsprechenden Quantil-Funktionen an 1 und G~! von F, und G grafisch
vergleicht. Hierzu

e plotte man G~ (k/n) gegen F; ! (k/n) = Xy, k=1,...,n.

o Falls die Punktwolke

{(Gil(k/n), X(;@), kzl,...,n}

ndherungsweise auf einer Geraden y = ax + b liegt, so sagt man, dass
Fx(z)~ G (%), z €R.
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y = F,; (1)
N

X - - - T T T T T T 7
X(n—l __________ I

: I

Xy ==~~~ = .

y=ax+b | | |
Xy I I I X
| | | L 1259 (t)
0 l¢g7'(1) GG (Ey--aH(=haTi()

Abbildung 7.5: Quantil-Grafik

Diese empirische Vergleichsmethode beruht auf folgenden Uberlegungen:

e Man ersetzt die unbekannte Funktion Fx durch die aus den Daten
berechenbare Funktion F,. Dabei macht man einen Fehler, der aller-
dings asymptotisch (fir n — oo) klein ist. Dies folgt aus dem Satz
8.3.9 (WR-Skript) von Gliwenko-Cantelli, der besagt, dass

E(x) —Fx(a:)‘ — 0.

su
D n—00

zeR

Der Vergleich der entsprechenden Quantil-Funktionen wird durch fol-
gendes Ergebnis bestédrkt: Falls EX < oo, dann gilt

t
A _ f.s.
sup | [ () = ') dy| £ 0.
tefo,1] 1/0 n—oo

Somit setzt man bei der Verwendung der Quantil-Grafiken voraus,
dass der Stichprobenumfang n ausreichend grof ist, um F, ! =~ F);l
zu gewéhrleisten.

o Man setzt zusétzlich voraus, dass die Gleichungen

y=axr—+b,

y="Fx'(t),

z=G1)
fiir alle ¢ (und nicht nur ndherungsweise fir ¢t = %/n, k = 1,...,n)
gelten. Daraus folgt, dass G(z) =t = Fx(y) = Fx(ax + b) fur alle z,

oder Fx(y) =G (yT_b) fir alle y, weil z = yT_b ist.
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Aus praktischer Sicht ist es besser, Paare (Gil (niﬂ) ,X(k) , k=

1,...,n zu plotten. Dadurch wird vermieden, dass G~!(7/n) = G71(1) = o0
vorkommt, wie es zum Beispiel bei einer Verteilung G der Fall ist, bei der
F(z) < 1 gilt fiir alle x € R. Tatsdchlich gilt fiir & = n, dass o < 1und

somit G~1 (%ﬁ-l) < 0.

Beispiel 7.7.1 (Exponential-Verteilung, G(x) = (1 — e ). I(z > 0)) Es
gilt G7H(y) = —/alog(1 —y), 1y € (0,1). So wird man beim Quantil-Plot

Paare . f
<_Alog(1_n—l'-1>’X(k)>7 k‘:1,...,n

zeichnen, wobei der Faktor 1/x fiir die Linearitdt unwesentlich ist und weg-
gelassen werden kann.

Beispiel 7.7.2 (Normalverteilung, G(z) = ®(z) = \/% I el dt,x € R)

Leider ist die analytische Berechnung von ®~! mit einer geschlossenen For-

_k_
n+1

und in Tabellen oder statistischen Software-Paketen (wie z.B. R) abgelegt.
Um die empirische Verteilung der Daten mit der Normalverteilung zu ver-
gleichen, trdgt man Punkte mit Koordinaten

k
-1
((I) (n—Fl)’X(k))’ k:L...,n

auf der Ebene auf und priift, ob sie eine Gerade bilden (vgl. Abb. 7.6).

mel nicht moglich. Aus diesem Grund wird &1 ( ) numerisch berechnet

Bemerkung 7.7.1 Falls x,, = 0 und die Verteilung F'x linkssteil ist, so sind
die Quantile von Fx kleiner als die von ®. Somit ist der Normal-Quantilplot
konvex. Falls z,, = 0 und F'x rechtssteil ist, so wird der Normal-Quantilplot
konkav sein.

Beispiel 7.7.3 (Haftpflichtversicherung (Belgien, 1992)) In Abbildung 7.7
sind Ordnungsstatistiken der Stichprobe von n = 227 Schadenhdhen der
Industrie-Unfélle in Belgien im Jahr 1992 (Haftpflichtversicherung) gegen
die Quantile von Exponential-, Pareto-, Standardnormal- sowie Weibull-
Verteilungen geplottet. Im Bereich von Kleinschdden zeigen die Exponential-
und Pareto-Verteilungen eine gute Ubereinstimmung mit den Daten. Die
Verteilung von mittelgroflen Schiden kann am besten durch die Lognormal-
und Weibul-Verteilungen modelliert werden. Fiir Groischdden erweist sich
die Weibull-Verteilung als geeignet.

Beispiel 7.7.4 (Rendite der BMW-Aktie) In Abbildung 7.8 ist der Quan-
tilplot fiir Renditen der BMW-Aktie beispielhaft zu sehen.
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Abbildung 7.6: QQ-Plot einer Normalverteilung (a), einer linkssteilen Ver-
teilung (b), einer rechtssteilen Verteilung (c¢) und einer symmetrischen, aber
stark gekriimmten Verteilung (d)
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Abbildung 7.7: Ordnungsstatistiken einer Stichprobe von Schadenhthen der
Industrie-Unfélle in Belgien im Jahr 1992
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Abbildung 7.8: Quantilplot der Rendite der BMW-Aktie

7.8 Dichteschatzung

Sei eine Stichprobe (x1,...,x,) von unabhingigen Realisierungen eines ab-
solut stetig verteilten Merkmals X mit Dichte fx gegeben. Mit Hilfe der in
Abschnitt 7.5.1 eingefithrten Histogramme lésst sich fx grafisch durch eine
Treppenfunktion fX darstellen. Dabei gibt es zwei entscheidende Nachteile
der Histogrammdarstellung:

1. Willkiir in der Wahl der Klasseneinteilung [c;—1, ¢;],

2. Eine (moglicherweise) stetige Funktion fx wird durch eine Treppen-
funktion fx ersetzt.

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, diese Nachteile zu beseitigen,
indem wir eine Klasse von Kerndichtenschétzern einfiihren, die (je nach Wahl
des Kerns) auch zu stetigen Schéitzern fx fiihren.

Definition 7.8.1 Der Kern K (z) wird definiert als eine nicht-negative
messbare Funktion auf R mit der Eigenschaft [p K(x)dx = 1.

Definition 7.8.2 Der Kerndichteschditzer der Dichte fx aus den Daten
(1,...,x,) mit Kernfunktion K (x) ist gegeben durch

fX(iU)—TLl]IZn:K(x;L%) , T€ER,

i=1

wobei h > 0 die sogenannte Bandbreite ist.
Beispiele fir Kerne:

1. Rechteckskern:
K(z)=12-I(x € [-1,1)).

Dabei ist

1K(x—xi)_ Yeny, zi—h<zx<z+h,
h o, sonst,
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und somit

fx(z) = %ZK (a: ;L:cz> _ #{x; € [mQ;hh,g;+h)} |

=1

das auch gleitendes Histogramm genannt wird. Dieser Dichteschétzer
ist (noch) nicht stetig, was durch die (besonders einfache rechteckige
unstetige) Form des Kerns erklart wird.

| K(z)

[Eey S 4
Vv

I K ()
§
-1 0 r
3. Bisquare-Kern:
K(z) = 12 (- I el-1,1)) .
15 TK(z)

4. Gauss-Kern:
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Dabei ist die Wahl der Bandbreite h entscheidend fiir die Qualitdt der
Schétzung. Je grofler h > 0, desto glatter wird fX sein und desto mehr
,Details* werden ,herausgemittelt®. Fiir kleinere h wird fX rauer. Dabei
kénnen aber auch Details auftreten, die rein stochastischer Natur sind und
keine GesetzméBigkeiten zeigen. Mit der addquaten Wahl von h beschéftigen
sich viele wissenschaftliche Arbeiten, die empirische Faustregeln, aber auch
kompliziertere Optimierungsmethoden dafiir vorschlagen. Insgesamt ist das
Problem der optimalen Dichteschétzung in der Statistik immer noch offen.

7.9 Beschreibung und Exploration von bivariaten
Datensatzen

Im Gegensatz zu der Datenlage in den Abschnitten 7.5 bis 7.8 betrachten
wir im Folgenden Datensétze bestehend aus 2 Stichproben (z1,...,z,) und
(y1,...,Yn), die als Realisierungen von stochastischen Stichproben (Zufalls-
vektoren) (X1, ..., X,) und (Y7,...,Y,) aufgefasst werden, wobei X1, ..., X,
unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; X ~F ¥ und
Y1,...,Y, unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Y; 4 Y ~ Fy
sind. Wir betrachten hier ausschliefllich quantitative Merkmale X und Y.
Es wird ein Zusammenhang zwischen X und Y vermutet, der an Hand von
(konkreten) Stichproben (x1,...,zy) und (yi,...,y,) ndher untersucht wer-
den soll. Mit anderen Worten, wir interessieren uns fir die Eigenschaften
der bivariaten Verteilung F'x y (z,y) = P(X < z,Y < y) des Zufallsvektors
(X, Y)T.

7.9.1 Zusammenhangsmafle

Jetzt wird uns die Frage beschiftigen, in welchem Mafle die Merkmale X und
Y voneinander abhéngig sind. Um die Cov (X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)
aus den Daten zu schétzen, setzt man die sogenannte empirische Kovarianz
1

n—1

S{%y = Z(xz - jn)(yz - gn)
i=1

ein. Dabei ist Sgy jedoch von den Skalen von X und Y abhéngig.

1. Um eine skaleninvariantes Zusammenhangsmaf zu bekommen, betrach-
tet man die empirische Variante des Korrelationskoeffizienten

Cov (X,Y)
X7 = ,
ol ) VVar X -v/Var Y

den sogenannten Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten
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wobei
SQ _ 1 < . = \2 SQ _ 1 - . — \2
g;g;*n_lizzl(xz_xn> ) yy*n_lg(yz—yn)
die Stichprobenvarianzen der Stichproben (z1,...,2,) und (y1,...,Yn)
sind. Dabei erbt o., alle Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten
o(X,Y):
(a) fomyl <1

(b) 04y = £1, falls ein linearer Zusammenhang in den Stichproben
(@i, Yi)i=1,...n vorliegt, d.h. alle Punkte (z;,y;), i = 1,...,n liegen
auf einer Gerade mit positivem (bei gy = 1) bzw. negativem (bei
0zy = —1) Anstieg.

(c) Wenn |ggy| klein ist (ozy =~ 0), so sind die Datensétze unkorreliert.
Dabei wird oft folgende grobe Einteilung vorgenommen:
Merkmale X und Y sind

o ,schwach korreliert®, falls |og,| < 0.5,
o stark korreliert, falls |og,| > 0.8.

Ansonsten liegt ein mittlerer Zusammenhang zwischen X und Y
vor.

Lemma 7.9.1 Fiir g,y gilt die alternative rechengiinstige Darstellung
Z?:l TilYi — NTplYn

Qay = n2 o z9) (N 2 ooy
\/(21:1 z; —nay) (il v — nyn)

(7.1)

2. Spearmans Korrelationskoeffizient
Einen alternativen Korrelationskoeffizienten erhélt man, wenn man die
Stichprobenwerte x; bzw. y; in g4, durch ihre Rdnge rg(z;) bzw. rg(y;)
ersetzt, die als Position dieser Werte in den ansteigend geordneten
Stichproben zu verstehen sind:
rg(z;) = j, falls x; = x(;) fiir ein j € {1,...,n}, Vi = 1,...,n. Es
bedeutet, dass rg(z(;y) =1 Vi =1,...,n, falls z; # z; fiir i # j.
Falls die Stichprobe (z1,...,z,) k identische Werte z; (die sogenann-
ten Bindungen) enthélt, so wird diesen Werten der sogenannte Durch-
schnittsrang rg(z;) zugewiesen, der als arithmetisches Mittel der k in
Frage kommenden Rénge errechnet wird. Zum Beispiel findet folgende
Zuordnung statt:

(3,1,7,5,3,3)
rg(x;) ‘ (a,1,6,5,a,a)

T
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wobei der Durchschnittsrang a von Stichprobeneintrag 3 gleich a =
1/3(2+3+44) = 3 ist.

Somit wird der sogenannte Spearmans Korrelationskoeffizient (Rang-
korrelationskoeffizient) der Stichproben

(x1,...,zn) und  (Y1,-.-,Yn)
als der Bravais-Pearson-Koeffizient der Stichproben ihrer Rénge
(rg(z1),. - sre(zn)) wnd  (rg(yr), ..., rg(yn))
definiert:

Dup = im1 (rg(z) — T8,) (rg(ys) — T8,)
\/Z?:l (rg(zi) — @1)2 >ica (re(yi) — @y)Q

wobei
1 & 1 & 1 & nn+1) n+1
18, = — Y rg(z) = = rg(zp) == i= = ;
ni= n n 2n 2
1& n—+1
g, = — > 18(yi) = ——.
n 2

Dieselbe Darstellung g, gilt auch, wenn Bindungen vorhanden sind.

Dieser Koeflizient misst monotone Zusammenhénge in den Daten. Aus
den Eigenschaften der Bravais-Pearson-Koeffizienten folgt |osp| < 1.
Betrachten wir die Félle g, = 1 gesondert:

e 0sp = 1 bedeutet, dass die Punkte (rg(z;),rg(yi)), ¢ = 1,...,n auf
einer Geraden mit positiver Steigung liegen. Da aber rg(z;), rg(y;)
Werte in N sind, kann diese Steigung nur 1 sein. Es bedeutet, dass
dem kleinsten Wert in der Stichprobe (zi,...,x,) der kleinste
Wert in (y1, .. ., yn) entspricht, usw., d.h., fiir wachsende x; wach-
sen auch die y; streng monoton: z; < z; = y; <y; Vi # j.

e Analog gilt dann fiir g5, = —1,dass z; < x; = y; > y; Vi #J.
Dies kann folgendermaflen zusammengefafit werden:

e 0sp > 0: gleichsinniger monotoner Zusammenhang (z; grof§ <=
y; groB)

e 0sp < 0: gegensinniger monotoner Zusammenhang (z; grof§ <=
y; klein)

e 0s5p ~ 0: kein monotoner Zusammenhang.
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Da der Spearmans Korrelationskoeffizient nur Ridnge von z; und y;
betrachtet, eignet er sich auch fiir ordinale (und nicht nur quantitative)
Daten.

Lemma 7.9.2 Falls die Stichproben (z1,...,x,) und (y1,...,y,) keine Bin-
dung enthalten (x; # x;, y; # y; Vi # j), dann gilt

6 SN
o0 =1 Gy 2

wobei d; = rg(z;) —rg(y;) Vi=1,...,n.
Beweis Als Ubungsaufgabe. O

Satz 7.9.1 (Invarianzeigenschaften) 1. Wenn die Merkmale X und Y li-
near transformiert werden:

f(X):axX+bCC) az; #0, by €R,
g¥Y)=a,Y +b,, a,#0,b, €R,

dann gilt 04 (z)g(,) = sen (azay) * Ouy-
2. Falls Funktionen f : R — R und g : R — R beide monoton wachsend
oder beide monoton fallend sind, dann gilt
0sp(f(2),9(y) = sp(,y) -

Falls f monoton wachsend und g monoton fallend (oder umgekehrt)
sind, dann gilt 05, (f (), 9(y)) = —esp(z, ).

Beweis Beweisen wir nur 1., weil 2. offensichtlich ist.

1. Es gilt

Of(x)g(y)
Z?:I ((axx,- + bz) — (az®n + bx)) ((ayyi + by) - (aygn + by))
a2 iy (v — p)%ad 3201 (Yi — Un)?
aza i1 (i = Zn)(Yi — Un
— Y Z 1( )(y Y ) = sgn (azay)'gxy-

laallay| /T (@i — 20)2 iy (Yi — Gn)?

O

Bemerkung 7.9.1 1. Da lineare Transformationen monoton sind, gilt
Aussage 1) auch fiir Spearmans Korrelationskoeffizienten ggp,.

2. Der Koeffizient g, erfasst lineare Zusammenhénge, wahrend oz, mo-
notone Zusammenhénge aufspiirt.
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7.9.2 Einfache lineare Regression

Wenn man den Zusammenhang von Merkmalen X und Y mit Hilfe von
Streudiagrammen visualisiert, wird oft ein linearer Trend erkennbar, obwohl
der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient einen Wert kleiner als 1 liefert,
z.B. 0zy = 0,6 (vgl. Abb. 7.9). Dies ist der Fall, weil die Datenpunkte (x;, v;),

B=95%, p=+0.98 B=80%, p=-0.89 B=60%, p=+0.77

‘.

B=40%, p=-0.63 B=20%,p=+0.45 B=5%,p=-0.22

ae

Abbildung 7.9: Vergleich verschiedenwertiger Bestimmtheitsmafle. Es sind
Regressionsgerade, Bestimmtheitsmafl B und Korrelationskoeffizient p ver-
schiedener (fiktiver) Punktwolken vom Umfang n = 25 dargestellt. Die Be-
schriftung der Achsen ist weggelassen, weil sie hier ohne Bedeutung ist.

i =1,...,n oft um eine Gerade streuen und nicht exakt auf einer Geraden
liegen. Um solche Situationen stochastisch modellieren zu kénnen, nimmt
man den Zusammenhang der Form

Y=fX)+e¢

an, wobei € die sogenannte Stérgrofle ist, die auf mehrere Ursachen wie z.B.
Beobachtungsfehler (Messfehler, Berechnungsfehler, usw.) zuriickzufiithren
sein kann. Dabei nennt man die Zufallsvariable Y Zielgréffe oder Regres-
sand, die Zufallsvariable X Finflussfaktor, Regressor oder Ausgangsvaria-
ble. Der Zusammenhang Y = f(X)+ ¢ wird Regression genannt, wobei man
oft iiber ¢ voraussetzt, dass Ee = 0 (kein systematischer Beobachtungsfeh-
ler). Wenn f(x) = a + [z eine lineare Funktion ist, so spricht man von
der einfachen linearen Regression. Es sind aber durchaus andere Arten der
Zusammenhéange denkbar, wie z.B.
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X Y

Geschwindigkeit Lénge des Bremswegs
Korpergrofle des Vaters Korpergrofle des Sohnes
Produktionsfaktor Qualitat des Produktes
Spraydosen-Verbrauch Ozongehalt der Atmosphére
Noten im Bachelor-Studium | Noten im Master-Studium

Tabelle 7.1: Beispiele moglicher Ausgangs- und Zielgréfien

(polynomiale Regression), usw. Beispiele fiir mogliche Ausgangs- bzw. Ziel-
groflen sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst, einige Beispiele in Abbildung
7.10.

Statlab 1985: n= 100 Kinder _ Statlab 1985 n=100 Kinder _ Stailab 1085 n=100 Kinder
B=64% , p=+0.80 B=58%, p=+076 12 B-0.6%, p=-031

Geburtsgewicht [Pound)

Leh e i e — R e e e e e T B b et
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 46 48 50 52 54 56 58 60 62 0O 5 10 156 20 25 30 35 40 45 50
GeburtsgraBe [Zoll] GroBe: Kind (Kontralle) [Zoll] Zigaretten/Tag; Mutter (Geburt)
op.  Stailsb 1985:n=100 inder Statlab 1985: n=100 Kinder StatLab 1985 n=100 Kinder
B=14%, p=+0.38 12 B=3.4%  p=+018 o2 B=9%., p=+0.30
i o
60 .s 60| . .
= - 10
58 ., g o 58
B 38
B <., 5
2 E
2 s 6 5
H
g s
i3 £ % 5
& k]
25 [OR:] 50
a
2
| 484
4 .. -
T T
T T T 0+ T T T T T 48T
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 15 20 25 30 35 40 45 58 60 62 84 ee 68 70 72
GeburtsgraBe [Zoll] Alter: Mutter (Geburt) [Jahr] Grofe: Mutter [Zoll]

Abbildung 7.10: Punktwolken verschiedener Merkmale der StatLab-Auswahl
1985 mit Regressionsgerade, Bestimmtheitsmafl B und Korrelationskoeffizi-
ent p.

Auf Modellebene ist damit folgende Fragestellung gegeben: Gegeben sei-
en Zufallsstichproben von Ziel- bzw. Ausgangsvariablen (Y7,...,Y,) und
(X1,...,X,), zwischen denen ein verrauschter linearer Zusammenhang Y; =
a + BX; + ¢; besteht, wobei €; Storgréflien sind, die nicht direkt beobacht-
bar und uns somit unbekannt sind. Meistens nimmt man an, dass E¢; =
0 Vi=1,...,n und Cov (g;,¢;) = 026;j, d.h. &1...g, sind unkorreliert
mit Var &; = 0?. Wenn wir iiber die Eigenschaften der Schitzer fiir o, 3
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und o? reden, gehen wir davon aus, dass die X-Werte nicht zufillig sind,

also X; = x; Vi = 1,...,n. Wenn man von einer konkreten Stichprobe
(y1,...,yn) fur (Y1,...,Y,) ausgeht, so sollen anhand von den Stichproben
(x1,...,2y) und (yi, ..., yn) Regressionsparameter o (Regressionskonstante)

und 3 (Regressionskoeffizient) sowie Regressionsvarianz o geschiitzt wer-
den. Dabei verwendet man die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate,
die den mittleren quadratischen Fehler von den Datenpunkten (x;, ¥;)i=1,..n
des Streudiagramms zur Regressionsgeraden y = o + Sz minimiert:

(o, f) = argmine(a, ) mit e(a,f) = 1 En:(yl — o — fBx;)?.

a,BER ni3

Da die Darstellung y; = o + Bz; + &; gilt, kann man e(a, 8) = /n 31, 2

J y=a+p

-

0 a:>

Abbildung 7.11: Methode kleinster Quadrate

schreiben. Es ist der vertikale mittlere quadratische Abstand von den Da-
tenpunkten (z;,y;) zur Geraden y = a+ Sx (vgl. Abb. 7.11). Das Minimie-
rungsproblem e(a, $) +— min 16st man durch das zweifache Differenzieren
von e(q, 3). Somit erhélt man & = y,, — BZ, wobei

R S2 n
5257%27 qu Yn = — Zyi,
1 " ”
S:%y 1 ;(mz — Zp)(Yi — Un) Z i — )

Ubungsaufgabe 7.9.1 Leiten Sie die Schétzer & und ﬁ selbststédndig her.

Die Varianz o2 schitzt man durch 62 = — 2 S &2, wobei & = y; —
a— Bmz , 1=1,...,n die sogenannten Residuen smd. Dle Griinde, warum
62 diese Gestalt hat, kénnen an dieser Stelle noch nicht angegeben werden,
weil wir noch nicht die Maximum-Likelihood-Methode kennen. Zu gegebener
Zeit (in der Vorlesung Stochastik IIT) wird jedoch klar, dass diese Art der
Schatzung sehr natiirlich ist.

Bemerkung 7.9.2 Die angegebenen Schétzer fiir & und 5 sind nicht sym-
metrisch bzgl. Variablen x; und y;. Wenn man also die horizontalen Abstan-
de (statt vertikaler) zur Bildung des mittleren quadratischen Fehlers nimmt
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Kindi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fernsehzeit ; | 0,3 2,2 05 0,7 1,0 1,8 3,0 0,2 2,3
Tiefschlafdauver y; | 5,8 44 6,5 58 56 50 4.8 6,0 6,1

Tabelle 7.2: Daten von Fernsehzeit und korrespondierender Tiefschlafdauer
(was dem Rollentausch = <+ y entspricht), so bekommt man andere Schétzer
fir o und S, die mit & und [ nicht Gbereinstimmen miissen:

(yi — @)
.

Fin Ausweg aus dieser asymmetrischen Situation wére es, die orthogonalen

dizyi—a—ﬁxingzxi—

0]

Abbildung 7.12: Orthogonale Absténde

Absténde o; von (x;,y;) zur Geraden y = « + Sz zu betrachten (vgl. Abb.
7.12). Diese Art der Regression, die ,errors-in-variables regression“ genannt
wird, hat aber eine Reihe von Eigenschaften, die sie zur Prognose von Ziel-
variablen y; durch die Ausgangsvariablen z; unbrauchbar machen. Sie sollte
zum Beispiel nur dann verwendet werden, wenn die Standardabweichungen
fiir X und Y etwa gleich grof} sind.

Beispiel 7.9.1 Ein Kinderpsychologe vermutet, dass sich héufiges Fernse-
hen negativ auf das Schlafverhalten von Kindern auswirkt. Um diese Hypo-
these zu iiberpriifen, wurden 9 Kinder im gleichen Alter befragt, wie lange
sie pro Tag fernsehen diirfen, und zusétzlich die Dauer ihrer Tiefschlafphase
gemessen. So ergibt sich der Datensatz in Tabelle 7.2 und die Regressions-
gerade aus Abbildung 7.13.

Es ergibt sich fiir die oben genannten Stichproben (z1,...,29), (y1,-..,Y9)

T9=1,33, §9=5,56, B=-0,45, &=6,16.

Somit ist
y=6,16 — 0,45z

die Regressionsgerade, die eine negative Steigung hat, was die Vermutung
des Kinderpsychologen bestétigt. Auflerdem ist es mit Hilfe dieser Geraden
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6.5

Tiefschlafdauer

n+ﬁz

OiS i liS 2 2.5 3
Fernsehzeit

Abbildung 7.13: Streudiagramm und Ausgleichsgerade zur Regression der
Dauer des Tiefschlafs auf die Fernsehzeit

moglich, Prognosen fiir die Dauer des Tiefschlafs fiir vorgegebene Fernsehzei-
ten anzugeben. So wire z.B. fiir die Fernsehzeit von 1 Stunde der Tiefschlaf
von 6,16 — 0,45 -1 = 5,71 Stunden plausibel.
Bemerkung 7.9.3 (Eigenschaften der Regressionsgerade) 1. Fir 3 gilt,
dass sgn (8) = sgn (pay), was aus 3 = s2,/s2, folgt. Dies bedeutet (falls
szy > 0):
(a) Die Regressionsgerade y = &+ Bz steigt an, falls die Stichproben
(x1,...,zy) und (y1,...,yn) positiv korreliert sind.
(b) Die Regressionsgerade féllt ab, falls sie negativ korreliert sind.

(c) Die Regressionsgerade ist konstant, falls die Stichproben unkor-
reliert sind.

Falls sgy = 0, dann ist die Regressionsgerade konstant (y = ).

2. Die Regressionsgerade y = & + Baz verlduft immer durch den Punkt
(TnyYn): &+ BTn = Yn-
3. Seien §; = & + By, i = 1,...,n. Dann gilt
. 1 n n
On = - Zgjl =y, und somit Z(yz —3i)=0.

i=1 1=1 A
g

Dabei sind &; die schon vorher eingefiihrten Residuen. Mit ihrer Hilfe
ist es moglich, die Giite der Regressionsprognose zu beurteilen.

Residualanalyse und Bestimmtheitsmaf}

Definition 7.9.1 Der relative Anteil der Streuungsreduktion an der Ge-
samtstreuung Siy heifit das Bestimmtheitsmafl der Regressionsgeraden:

2 1 n 22 N
_Sw e Xim & X 9)?
_ _ 7?

R? &
Siy i1 (Yi — Yn)
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Es ist nur im Fall S7, > 0, S7 > 0 definiert, d.h., wenn nicht alle Werte ;
bzw. y; libereinstimmen.

Warum R? in dieser Form eingefiihrt wird, zeigt folgende Uberlegung,
die Streuungszerlegung genannt wird:

Lemma 7.9.3 Die Gesamtstreuung (,,sum of squares total®)
SQT = (n—1)S5, = > (i — 4n)”

léasst sich in die Summe der sogenannten erklarten Streuung ,,sum of squares
explained“ SQE = "7 1(?]Z n)? und der Residualstreuung ,,sum of squared
residuals® SQR = "1, 2 = 31 | (y; — 9;)? zerlegen:

SQT = SQE + SQR

bzw.

Die erkliarte Streuung gibt die Streuung der Regressionsgeradenwerte
um ¥y, an. Sie stellt damit die auf den linearen Zusammenhang zwischen X
und Y zuriickgefithrende Variation der y-Werte dar. Das oben eingefiihrte
Bestimmtheitsmaf ist somit der Anteil dieser Streuung an der Gesamtstreu-
ung:

SQE _ S0, (5 —9n)® _ SQT—SQR _  SQR
SQT ~ Y0i(wi —4a)®  SQT SQT

Es folgt aus dieser Darstellung, dass R? € [0, 1] ist.

R? =

1. R? = 0 bedeutet SQE = 37 1 (9 — ¥n)? = 0 und somit §; = ¥, Vi.
Dies weist darauf hin, dass das lineare Modell in diesem Fall schlecht

2
ist, denn aus ¢; = & + sz =y, folgt ,6’ ””y = 0 und somit S:%y = 0.
Also sind die Merkmale X und Y unkorrehert

2. R? =1 bedingt SQR = >, £? = 0. Somit liegen alle (x;, ;) perfekt
auf der Regressionsgeraden. Dles bedeutet, dass die Daten x; und y;,
1 =1,...,n perfekt linear abhéngig sind.

Faustregel zur Beurteilung der Giite der Anpassung eines linearen Mo-
dells an Hand von Bestimmtheitsmafl R?:
R? ist deutlich von Null Verschieden (d.h. es besteht noch ein linearer

Zusammenhang), falls R? > @, wobei n der Stichprobenumfang ist.

Allgemein gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Bestimmtheits-
mafB R? und dem Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten Ozy:
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Lemma 7.9.4
R2 = Q:2ny

Folgerung 7.9.1 1. Der Wert von R? éndert sich bei einer Lineartrans-
formation der Daten (x1,...,zy) und (y1,...,y,) nicht. Grafisch kann
man die Giite der Modellanpassung bei der linearen Regression folgen-
dermaflen tiberpriifen:

Man zeichnet Punktepaare (§i,&;)i=1,.., als Streudiagramm (der so-
genannte Residualplot). Falls diese Punktewolke gleichméfiig um Null
streut, so ist das lineare Modell gut gewahlt worden. Falls das Streu-
diagramm einen erkennbaren Trend aufweist, bedeutet das, dass die
Annahme des linearen Modells fiir diese Daten ungeeigenet sei (vgl.

Abb. 7.14)
0‘ R ; : oono ° ° T O‘ °v° :° :ecx

Abbildung 7.14: Links: Gute, Rechts: Schlechte Ubereinstimmung mit dem
linearen Modell

2. Da R? = Q%y, ist der Wert von R? symmetrisch bzgl. der Stichproben
(x1,...,zp) und (y1,...,Yn):

Qiy =R?= sz bzw. Riy = R?

wobei ng das Bestimmtheitsmafl bezeichnet, das sich aus der norma-
len Regression ergibt und Rfm das mit vertauschten Achsen.



Kapitel 8

Punktschatzer

8.1 Parametrisches Modell

Sei (x1,...,xy) eine konkrete Stichprobe. Es wird angenommen, dass die
Stichprobe (z1, ..., zy) eine Realisierung einer Zufallsstichprobe (X7, ..., Xy,)
ist, wobei Xy, ..., X, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit

der unbekannten Verteilungsfunktion F' sind und F' zu einer bekannten pa-
rametrischen Familie {Fy : 6 € O} gehort. Hier ist 0 = (01,...,0,,) € ©
der m-dimensionale Parametervektor der Verteilung Fy und © C R™ der
sogenannte Parameterraum (eine Borel-Teilmenge von R™, die die Menge
aller zugelassenen Parameterwerte darstellt). Es wird vorausgesetzt, dass die
Parametrisierung 0 — Fy identifizierbar ist, indem Fy, # Fp, fiir 61 # 0
gilt.

Eine wichtige Aufgabe der Statistik, die wir in diesem Kapitel betrach-
ten werden, besteht in der Schitzung des Parametervektors 6 (oder eines
Teils von #) an Hand von der konkreten Stichprobe (z1,...,x,). In diesem
Fall spricht man von einem Punktschdtzer 6: R" — R™ der eine giiltige
Stichprobenfunktion ist. Meistens wird angenommen, dass

P(é(Xl,...,Xn)e@):l,

wobei es zu dieser Regel auch Ausnahmen gibt.

Beispiel 8.1.1 1. Sei X die Dauer des fehlerfreien Arbeitszyklus eines
technischen Systems. Oft wird X ~ Fzp()\) angenommen. Dann stellt
{Fyp:0€Otmitm=1,0=X 0 =R,; und

Fy(z) = (1 —e %) . I(z>0)

ein parametrisches Modell dar, wobei der Parameterraum eindimen-
sional ist. Spéter wird fiir A der (Punkt-) Schétzer A(z1, ..., x,) = Vi,
vorgeschlagen.

142
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2. In den Fragestellungen der statistischen Qualitédtskontrolle werden n

Erzeugnisse auf Méngel untersucht. Falls p € (0,1) die unbekannte
Wahrscheinlichkeit des Mangels ist, so wird mit X ~ Bin(n,p) die
Gesamtanzahl der mangelhaften Produkte beschrieben. Dabei wird

folgendes parametrische Modell unterstellt:

©={(n,p): neN, pe (0,1)}, 0=(n,p), m=2,

1, r>n
Fy(z) = Py(X < 2) = {1 (M)pk(1 —p)nk, z € (0,7
0, x < 0.

Falls n bekannt ist, kann die Wahrscheinlichkeit p des Ausschusses
durch den Punktschétzer p(z1,...,2,) = Z,, x; € {0,1} ndherungs-

weise berechnet werden.

8.2 Parametrische Familien von statistischen Priif-

verteilungen

In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitsrechung wurden bereits einige parame-
trische Familien von Verteilungen eingefiithrt. Hier geben wir weitere Ver-
teilungsfamilien an, die in der Statistik eine besondere Stellung einnehmen,
weil sie als Referenzverteilungen in der Schétztheorie, statistischen Tests

und Vertrauensintervallen ihre Anwendung finden.

8.2.1 Gamma-Verteilung
Als erstes fithren wir zwei spezielle Funktionen aus der Analysis ein:

1. Die Gamma-Funktion:
oo
I(p) = / P e dx fir p > 0.
0

Es gelten folgende Eigenschaften:
) =1, r(1/2) = V7

L(p+1)=pL(p) Vp>0, T(n+1)=nl!, VneN.

2. Die Beta-Funktion:
1

B(p,q) =/ (1=t dt, p,q>0.
0

Es gelten folgende Eigenschaften:

B(p,q) = B(q,p), B(p,q) = ., p.g>0.
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Definition 8.2.1 Die Gamma- Verteilung mit Parametern A > 0 und p > 0
ist eine absolut stetige Verteilung mit der Dichte

MPgP~l g >0
fX(l'):{ T'(p) € , T =2V, (8.1)

0, z<0.

Dabei verwenden wir die Bezeichnung X ~ I'(\,p) fiir eine Zufallsvariable
X, die Gamma-verteilt mit Parametern A und p ist. Es gilt offensichtlich
X > 0 fast sicher fir X ~ I'(A, p).

< |
-

N

@ 4]
[S)

M= =OoOo
>3y 0a
W >
=N-=NIn

p
p
p
—p
p
p

0.6
|

L)
0.4

0.2
1

0.0
1

Abbildung 8.1: Dichte der Gammayverteilung

Ubungsaufgabe 8.2.1 Zeigen Sie, dass (8.1) eine Dichte ist.
Beispiel 8.2.1 1. In der Kraftfahrzeugversicherung wird die Gamma-
Verteilung oft zur Modellierung des Gesamtschadens verwendet.
2. Falls p =1, dann ist I'(\, 1) = Exp()\).
Satz 8.2.1 (Momenterzeugende und charakteristische Funktion der Gam-

maverteilung) Falls X ~ T'(\, p), dann gilt Folgendes:

1. Die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung ¥x (s) ist ge-
geben durch

1
Uy(s)=Ee¥ = —— _ s<).

(1 —s/5)p’
2. k-te Momente:

p+1)-...-(p+k—-1)
AF ’

Exk = 2 keN.

Folgerung 8.2.1 (Faltungsstabilitit der I'-Verteilung) Falls X ~ T'(\, p1)
und Y ~ T'()\, p2), X,Y unabhéngig, dann ist X +Y ~ T'(\, p1 + p2).
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Beweis Es gilt
px+v(s) = ox(s) ey (s)

1 1 1 p1+p2
T (L —is/apr (L—is/ap2 (1 _ is/)\>
= Pr(Ap+p2)(8) -
Da die charakteristischen Funktionen die Verteilungen eindeutig bestimmen,

folgt damit X +Y ~ T'(\, p1 + p2). O

Beispiel 8.2.2 Seien Xi,..., X, ~ Exp(\) unabhéngig. Nach der Folge-
rung 82.1 gilt X = X5 +...+ X, ~T(\,1+...41) = I'(\,n), denn
—_—

n
Exp(A\) = T'(\,1). Dabei heifit X Erlang-verteilt mit Parametern A und n.
Man schreibt X ~ Erl(\,n).
Zusammengefasst: Erl(A,n) =T(\,n)

Interpretation: In der Risikotheorie z.B. sind X; Zwischenankunftszei-
ten der Einzelschdden. Dann ist X = Y 1" ; X; die Ankunftszeit des n-ten
Schadens, X ~ Erl(A,n).

Definition 8.2.2 (y2-Verteilung) X ist eine y2?-verteilte Zufallsvariable mit

k Freiheitsgraden (X ~ x3), falls X 4 X?+ ...+ X2, wobei X1,..., X} ~
N(0,1) unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen sind.

0,5
04L \ k=2
03] \

0,2+ \
k=4~ N\ =

oy / ~_

0 2 4 6

Abbildung 8.2: Dichte der y?-Verteilung fiir k = 2,3, 4

Satz 8.2.2 (x2-Verteilung: Spezialfall der I'-Verteilung mit A = 1/2, p = k/2)
Falls X ~ X%, dann gilt:
1. X ~T(1/2,k/2), d.h.
xk/zflefz/z
fx(z) = 220(k/2)
0, <0

z20 (8.2)

2. Insbesondere ist EX = k, Var X = 2k.
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8.2.2 Student-Verteilung (t-Verteilung)

Definition 8.2.3 Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen, wobei X ~
N(0,1) und Y ~ x2. Dann heifit die Zufallsvariable

a X
VY

Student- oder t-verteilt mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben U ~ t,.

Satz 8.2.3 (Dichte der ¢t-Verteilung) Falls X ~ ¢,., dann gilt:

U

1.
1 1
fX(x)— ’ r+1 zeR.
B Z,l 2\ 5
VT (2 2) (1—}—%)
2. EX=0, Var X=_-%5, r>3.

Bemerkung 8.2.1 1. Grafik von f,: Die t,-Verteilung ist symmetrisch.

1 2 3 4

Abbildung 8.3: Dichte f, der t-Verteilung fir r = 2,10, 100

Insbesondere gilt:
tr,a = _tr,l—ay ac (0, 1)7

wobei t, o das a-Quantil der Student-Verteilung mit r Freiheitsgraden
ist.
2

x

2. Falls r — oo, dann f,(z) — \/%e 7,z € R. (Ubungsaufgabe)

3. Fiir r = 1 gilt: t; = Cauchy(0,1) mit Dichte f(x) = - . Der

1
(I+22)
Erwartungswert von t; existiert nicht.

8.2.3 Fisher-Snedecor-Verteilung (F-Verteilung)

Definition 8.2.4 Falls X < U2/" wobei U, ~ X2, Us ~ X% rs € N,

Us/s’

U,,Us unabhingig, dann hat X “eine F-Verteilung mit Freiheitsgraden 7, s.
Bezeichnung: X ~ F, .
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Bemerkung 8.2.2 Sei X ~ F, ,, r,s € N mit Dichte fx.

1. Einige Graphen der Dichte der F-Verteilung sind in Abbildung 8.4

dargestellt.

f(r,s)
0.6 0.8 1.0

0.4
L

0.2
L

0.0
L

o
N 4
w
IN

Abbildung 8.4: Dichte Fx der F-Verteilung fiir r = 2,5 und s = 2, 5.

2. Einige Eigenschaften der F-Verteilung:
Lemma 8.2.1 Es gilt:

(a)

(b)
2s2(r +s—2)

Var X = r(s—4)(s —2)2’

s>5H.

(c) Falls F, ;o das a-Quantil der F) ;-Verteilung ist, dann gilt
1

Fs,r,lfa

, a€(0,1).

s, —

8.3 Punktschitzer und ihre Grundeigenschaften

Sei (X1, ..., Xy,) eine Zufallsstichprobe, definiert auf dem kanonischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, Py). Seien X;, ¢ = 1,...,n unabhéngige iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' € {Fy : 0 € ©},
© C R™. Finde einen Schitzer (X1, ..., X,) fir den Parameter 6 mit vor-
gegebenen Eigenschaften.

Unser Ziel im néchsten Abschnitt ist es, zunéchst grundlegende Eigen-
schaften der Schéatzer kennenzulernen.
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8.3.1 Eigenschaften von Punktschitzern

Definition 8.3.1 (Erwartungstreue) Ein Schiitzer 8(X1, ..., X,,) fiir 6 heift
erwartungstreu oder unverzerrt, falls

Egf(X1,...,Xn) =0, 9coO.
Dabei wird vorausgesetzt, dass
Egl0(X1, ..., Xn)| < 00, 0ecoO.
Der Bias (Verzerrung) eines Schétzers (X1, ..., X,) ist gegeben durch
Bias(d) = Eg 0(X1,...,X,) — 0.

Falls (X1, ..., X,) erwartungstreu ist, dann gilt Bias(d) = 0 (kein systema-
tischer Schétzfehler).

Definition 8.3.2 (Asymptotische Erwartungstreue) Es gilt, dass der Schét-
zer 0(Xq,...,X,) fir 6 asymptotisch erwartungstreu (oder asymptotisch un-
verzerrt) ist, falls (fiir groe Datenmengen)

EpO(X1,...,Xn) — 0, fco.

Definition 8.3.3 (Konsistenz) Falls

A

Q(Xl,...,Xn)—>9, e

n—oo

in L?, stochastisch bzw. fast sicher, dann heifit der Schétzer é(Xl, e Xn)
ein konsistenter Schdtzer fir 6 im mittleren quadratischen, schwachen bzw.
starken Sinne.

o 0 L2-konsistent: fiir By éQ(Xl, coy Xp) < oo gilt

O 1 0= Bold(X1,.... X))~ 02 — 0, 6eo.
n—oo n—oo

e 0 schwach konsistent:

N

0 L5 0= P(0(X1,...,X2)—0>c) — 0, e>0, 0€0O.

n—oo n—oo

o 0 stark konsistent:

g L 9<:>P9<nli_)rgoé(X1,...,Xn):0):1, 6co.

n—o0

Daraus ergibt sich folgendes Diagramm (vgl. Wahrscheinlichkeitsrechungs-
skript, Kapitel 6).

L? — Konsistenz ‘:;% schwache Konsistenz k:’ starke Konsistenz ‘
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Definition 8.3.4 (Mittlerer quadratischer Fehler (mean squared error))
Der mittlere quadratische Fehler eines Schétzers 0(X1, ..., X,,) fir 6 ist de-
finiert als

MSE(B) = Eglf(X1,...,X,) — 6.

Lemma 8.3.1 Falls m =1 und Ey éQ(Xl, o, Xp) <00, 6€0,dann gilt
MSE(f) = Var 40 + (Bias(é))2 :
Beweis
MSE(6) = Eg(f — 6)> = Eg(f — Egf + Egf — 6)?
=Ep(0 —Eg0)> +2Eg(0 — Eg 0) (Eg 0 — 0) + (Eg 6 — 6)?
Var ¢ 0 =0 =const =Bias(f)?

= Var g0 + (Bias(é))2 .

O
Bemerkung 8.3.1 Falls § erwartungstreu fiir 0 ist, dann gilt MSE(f) =
Var ¢ 0.
Definition 8.3.5 (Vergleich von Schétzern) Es seien 6;(X1,...,X,) und
02(X1,...,Xn) zwel Schitzer fiir 0. Man sagt, dass 01 besser ist als 09, falls
MSE(0,) < MSE(6;), 6€®©.

Falls m = 1 und die Schétzer él, ég erwartungstreu sind, so ist él besser als
0, falls 61 die kleinere Varianz besitzt. Dabei wird stets vorausgesetzt, dass
Eg0? < oo, O€O.

Definition 8.3.6 (Asymptotische Normalverteiltheit) Seif(X1,...,X,,) ein
Schétzer fir 6 (m =1). Falls 0 < Var 9 0(X1,...,X,,) <oo, 60¢€© und

A

0(X1,...,Xn) —BgO(X1,...,X,)
VVar g0(X1,..., X,,)

4 ¥ ~ N(0,1),

n—oo

dann ist (X1, ..., X,) asymptotisch normalverteilt.

Definition 8.3.7 (Bester erwartungstreuer Schétzer) Der Punktschétzer

A

0(X1,...,X,) fur 0 ist der beste erwartungstreue Schdtzer, falls
Eg#2(X1,...,X,) <00, 0€0©, Epf(Xy,...,X,) =60, 6cO,

und 6 die minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schétzer
flir 0 besitzt. Das heif3t, dass fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer

0(X1,...,X,) mit

Ep6%(X1,...,Xn) <oo gilt Vargf < Var 46, 6coO.
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8.3.2 Schitzer des Erwartungswertes und empirische Mo-
mente

Sei X £ X; , 4=1,...,n ein statistisches Merkmal. Sei weiter E|X;|* < oo
fiir ein k € N, m = 1 und der zu schéitzende Parameter § = p; = EXF.
Insbesondere gilt im Fall £ =1, dass 6§ = p; = p der Erwartungswert ist.

Definition 8.3.8 Das k-te empirische Moment von X wird als
S S,
HE = — Z Xi
s

definiert. Unter dieser Definition gilt, dass i1 = X, also das erste empirische
Moment gleich dem Stichprobenmittel ist.

Satz 8.3.1 (Eigenschaften der empirischen Momente) Unter obigen Vor-
aussetzungen gelten folgende Eigenschaften:

1. fu, ist erwartungstreu fiir p (insbesondere X,,).
2. [, ist stark konsistent.

3. Falls Eg|X|?* < 0o, V@ € O, dann ist ji; asymptotisch normalver-
teilt.

4. BEs gilt Var X,, = %2, wobei 02 = Var ¢ X. Falls X; ~ N(u,02), i=
1,...,n (eine normalverteilte Stichprobe), dann gilt:

_ 2
Xn~N<p,(;> :

8.3.3 Schatzer der Varianz

Seien X;, ¢ =1,...,n unabhéngig identisch verteilt, X; 4 X, EgX?<
o V0eO, 0= (0,...,0,)7, 0; =0%=Var ¢ X fiireinic {1,...,m}.
Die Stichprobenvarianz

1
n—1

n
S2 = DX - Xn)?
i=1
ist dann ein Schitzer fiir o2. Falls der Erwartungswert pu = E¢X der Stich-
probenvariablen explizit benannt ist, so kann ein Schétzer fiir 02 auch als

definiert werden.
Wir werden nun die Eigenschaften von S2 und S? untersuchen und sie mit-
einander vergleichen.
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Satz 8.3.2 1. Die Stichprobenvarianz S2 ist erwartungstreu fiir o2:
Eg Sg =02 , 0eoO.
2. Wenn Ey X* < oo, dann gilt
1 n—3
V. S2 —— I 4)
oo = (M4 n-17 )"

wobei iy = Eg (X — p)*.

Satz 8.3.3 1. Der Schitzer S2 fiir o2 ist erwartungstreu.

2. Es gilt Var ¢ .52 = /() — o).

Folgerung 8.3.1 Der Schiitzer S2 fiir o2 ist besser als S2, weil beide er-
wartungstreu sind und

n—3 -4

/ 4 /
—0 Hq — g
< L — VaryS2.

Var 95’2 = Ha
n

Py
n
Diese Eigenschaft von S? im Vergleich zu S? ist intuitiv klar, da man in

52 mehr Informationen iiber die Verteilung der Stichprobenvariablen X;
(ndmlich den bekannten Erwartungswert p) reingesteckt hat.

Satz 8.3.4 Die Schiitzer S2 bzw. S2 sind stark konsistent und asymptotisch
normalverteilt:

2 2
o fs. 2 S,n—O' d
Ay e
4
52 I8y o2 \/55721_02 <y ~ N(0,1)
nn%oo ’ ’ ’

/ 4 N—00
Ve — O

falls p) < co.

Folgerung 8.3.2 Es gilt
1.

X, —
Vs B4y~ N(,1)

n n—o0

und somit

v Zl—a/QSn S Zl—a/zsn}> B
P (N € [Xn —n Xn+ — 1l (8.3)

fir ein « € (0, 1), wobei z, das a-Quantil der N (0, 1)-Verteilung ist.
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Bemerkung 8.3.2 Das Intervall in (8.3) wird asymptotisches Konfidenz-
oder Vertrauensintervall fiir den Parameter p genannt. Falls « klein ist (z.B.
a = 0,05), so liegt p mit einer asymptotisch groflen Wahrscheinlichkeit
1 — « im vorgegebenen Intervall. Diese Art der Schétzung von p stellt eine
Alternative zu den Punktschidtzern dar und wird ausfiihrlich in Kapitel 4
behandelt.

Betrachten wir weiterhin den wichtigen Spezialfall der normalverteilten
Stichprobenvariablen X;, i=1,...,n, also X ~ N(u,c?).

Satz 8.3.5 Falls X1,..., X, normalverteilt sind mit Parametern y und o2,
dann gilt
1. (n—1)S3 o2
0_2 Xn—1>
52 Xn -

Lemma 8.3.2 Falls X ~ N(u,0?%), X1,...,X, unabhingige identisch ver-
teilte Zufallsvariablen, X; 4x , dann sind X,, und S? unabhingig.

Dieses Lemma wird unter Anderem gebraucht, um folgendes Ergebnis zu
beweisen:

Satz 8.3.6 Unter den Voraussetzungen von Lemma 8.3.2 gilt

VX, — p)
Sn

~tp-1.

Bemerkung 8.3.3 Es sei (Xi,...,X,,) eine normalverteilte Stichprobe,
X; ~ N(u,0%),i=1,...,n. Mit Hilfe des Satzes 8.3.6 kann folgendes Kon-
fidenzintervall fiir den Erwartungswert p konstruiert werden:

P( E[X Clntiepg g +t”‘1’1‘a/QSD—1—a
lu’ n \/’E mn» n \/ﬁ n -

fir o € (0,1), denn
X — p
“ € [tn—l,a/2 ) tn—l,l—a/2} = Ftn—l (tn—l,l—a/z) - Ftn—l(tn—l,aﬁ)
Sn —_——

:—tn,Ll,a/Q wg. Sym t-Vert.

p<¢a
—1-2 %9 g,
2 2

(8.4)

wobei t,_1,, das a-Quantil der t,,_1-Verteilung darstellt. Der Rest folgt aus
(8.4) durch das Auflosen bzgl. p.



KAPITEL 8. PUNKTSCHATZER 153

8.3.4 Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

In Abschnitt 7.6.2 haben wir bereits die Ordnungsstatistiken x(q),...,zp)
einer konkreten Stichprobe (zy,...,x,) betrachtet. Wenn wir nun auf der
Modellebene arbeiten, also eine Zufallsstichprobe (Xi,...,X,) von unab-
héngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X; mit Verteilungsfunktion
F(z) haben, welche Eigenschaften haben dann ihre Ordnungsstatistiken

X(l),. . .,X(n) ?

Satz 8.3.7
1. Die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik X;), i=1,...,n ist

gegeben durch

Fx, () =Y (Z) FFz)(1—F(z)" %, zeR. (8.5)

k=i

2. Falls X; absolut stetig verteilt sind mit Dichte f, die stiickweise stetig
ist, dann ist auch X;), ¢ = 1,...,n absolut stetig verteilt mit der
Dichte

n!

fx (@) = mf(ﬂf)p_l(fx)(l —F(z))"™", xz€eR.

Beweis
Fihren wir die Zufallsvariable

Y=#{i: X;<z}=> I(X;<z), z€R
=1

ein. Da X1,..., X, unabhéngig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F'
sind, gilt Y ~ Bin(n, F'(z)). Weiterhin gilt

Fx, (2)=PX4 <x)=PY >1i) = Z
k=

7

(Z) Fk(:r)(l—F(:J:))nfk, z eR.

O]

Bemerkung 8.3.4 Fiir i = 1 und i = n sieht die Formel (8.5) besonders
einfach aus:

Fx, (x) =1-(1-F(z))", zeR
Fx,, () = F"(z), zeR.

Ubungsaufgabe 8.3.1 Zeigen Sie fiir Xi,..., X, unabhingig identisch
verteilt, X; ~ U[0,0],0 >0,7=1,...,n, dass
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1. die Dichte von X(;) gleich

n! —N = n—i
Fr (z) = 4 T Yo —a)", ze(0,0)
N 0, sonst
und
2. . ( )
0n!(i + k — 1)!
EX() = kEeN, i=1,...
(l) (n+k)‘(l—1)‘ 9 S 5 7 s ,n

sind. Insbesondere gilt EX ;) = n%le und Var X = %

8.3.5 Empirische Verteilungsfunktion

Im Folgenden betrachten wir die statistischen Eigenschaften der in Abschnitt
7.5.2 eingefiihrten empirischen Verteilungsfunktion F,,(x) einer Zufallsstich-

probe (X1,...,Xy), wobei X; 4x unabhéngige identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion F'(-) sind.

Satz 8.3.8 Es gilt
1. nk,(z) ~ Bin(n, F(z)), z€R.
2. F,(x) ist ein erwartungstreuer Schétzer fir F(z), z € R mit

Fla)(1 - F@)

Var F,(z) =

3. F,(x) ist stark konsistent.
4. F,(x) ist asymptotisch normalverteilt:

@)= F@) |
JFoa=rw) L NOD, Ve Fl@)e0.1).

In Satz 8.3.8, 3) wird behauptet, dass

Vn

Fo(z) &% F(z), VzeR.
n—oo

Der nachfolgende Satz von Gliwenko-Cantelli behauptet, dass diese Kon-
vergenz gleichméfig in € R stattfindet. Um diesen Satz formulieren zu
konnen, betrachten wir den gleichmafigen Abstand zwischen F,, und F

D, = sup|E,(z) — F(z)].
z€eR
Dieser Abstand ist eine Zufallsvariable, die auch Kolmogorow-Abstand ge-

nannt wird. Er gibt den maximalen Fehler an, den man bei der Schétzung
von F(z) durch F),(z) macht.
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Ubungsaufgabe 8.3.2 Zeigen Sie, dass

D, = ie?ll,ia.}fn} max {F (X(i) — ()) — i;1 ,% —F (X(i))} . (8.6)

Beachten Sie dabei die Tatsache, dass Fn(az) eine Treppenfunktion mit Sprung-
stellen Xy, 1 =1,...,n ist.
Satz 8.3.9 (Gliwenko-Cantelli) Es gilt D,, :—S> 0.
n—oo
Satz 8.3.10 Fiir jede stetige Verteilungsfunktion F' gilt

n

N A 1
Dni sup Gn(y)—y’ , wobei Gn(y):—ZI(Yigy) , YyER
y€[0,1] na=

die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (Y7, ...,Y},) mit un-
abhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen Y; ~ U[0,1], i=1,...,n
ist.

Folgerung 8.3.3 Falls F eine stetige Verteilungsfunktion ist, dann gilt

d 1—1 1
D, = i:ffllf_ifnmax {Y(z) - n 'n - Y(z)} )
wobei Y(yy,...,Y,) die Ordnungsstatistiken der auf [0, 1] gleichverteilten
Stichprobenvariablen Y7, ...,Y, sind.

Beweis Benutze dazu die Darstellung (8.6), den Satz 8.3.10 sowie die Tat-
sache, dass
F(z)=xz, z€]0,1]

fiir die Verteilungsfunktion der U|0, 1]-Verteilung ist. O

Folgende Ergebnisse werden ohne Beweis angegeben:

Bemerkung 8.3.5 Fiir die Zwecke des statistischen Testens (vgl. den An-
passungstest von Kolmogorow-Smirnow, Bemerkung 8.3.6, 2)) ist es notwen-
dig, die Quantile der Verteilung von D,, zu nennen. Auf Grund der Komple-
xitdt der Verteilung von D, ist es jedoch unmoglich, sie explizit anzugeben.
Mit Hilfe des Satzes 8.3.10 ist es moglich, diese Quantile durch Monte-Carlo-
Simulationen numerisch zu berechnen. Dazu simuliert man mehrere Stich-
proben (Y1,...,Y;) von U0, 1]-verteilten Pseudozufallszahlen, bildet G, ()
und berechnet D,, nach Folgerung 8.3.3.

Satz 8.3.11 (Kolmogorow) Falls die Verteilungsfunktion F' der unabhéngi-
gen und identisch verteilten Stichprobenvariablen X;, ¢ = 1,..., n stetig ist,
dann gilt
vnD, % v,
n—0o0
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wobei Y eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

SR (L 21 42y (e g,

0, sonst

K(m):{

(Kolmogorow-Verteilung) ist.

Bemerkung 8.3.6 1. Aus Satz 8.3.11 folgt

P(ynD, <z) ~ K(z), ze€R.

n—oo

Die daraus resultierende Naherungsformel
P(D,, < z)~ K(z\/n)
ist ab n > 40 praktisch brauchbar.

2. Kolmogorow-Smirnow-Anpassungstest: Mit Hilfe der Aussage des Sat-
zes 8.3.11 ist es moglich, folgenden asymptotischen Anpassungstest
von Komogorow-Smirnow zu entwickeln. Es wird die Haupthypothese
Hy : F = Fy (die unbekannte Verteilungsfunktion der Stichprobenva-
riablen X1,..., X, ist gleich Fy) gegen die Alternative Hy : F # Fy
getestet. Dabei wird Hy verworfen, falls

\/ﬁDn ¢ [koc/27 kl—a/Q]

ist, wobei
D,, = sup |Fn(1:) — Fy(x)|
Tz€R
und k, das a-Quantil der Kolmogorow-Verteilung ist. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit, die richtige Hypothese Hy zu verwerfen (Wahr-
scheinlichkeit des Fehlers 1. Art) asymptotisch gleich

P (\/ﬁDn ¢ [ka/w kl—a/2] ’H0> njol - K(kl—a/z) + K(kah)
=1-(1-¢22)+2=qa.

In der Praxis wird « klein gewéhlt, z.B. a =~ 0,05. Somit ist im Fall,
dass Hy stimmt, die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung in Fol-
ge des Testens klein.

Dieser Test ist nur ein Beispiel dessen, wie der Satz von Kolmogo-
row in der statistischen Testtheorie verwendet wird. Die allgemeine
Philosophie des Testens wird in Stochastik III erldutert.

Mit Hilfe von F), lassen sich sehr viele Schitzer durch die sogenannte
Plug-in-Methode konstruieren. Dies werden wir jetzt ndher erldutern: Sei
M = {Menge aller Verteilungsfunktionen}.
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