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Kapitel 1

Erwartung als
Lebesgue—Integral

Wir geben eine Einfiihrung in die Integration nach Lebesgue, um eine allge-
meine mafitheoretische Definition der Erwartung zu geben, die fiir beliebige
Zufallsvariablen (im Gegensatz zur Vorlesung Elementare Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik, Kapitel 3, in dem Erwartungswerte nur fir
diskrete bzw. absolut stetige Verteilungen definiert waren) giiltig bleibt.

1.1 Lebesguesches Integral

Historisch wird das Lebesgue-Integral auf (Q, F, P) durch Fréchet folgen-
dermaflen eingefiihrt: fiir eine Zufallsvariable X auf (2, F, P) gilt

EX — /X P(dw) = lim Z X P(kA < X(w) < (k+1A). (L1)

In dieser Form wurde es auch von Kolmogorov im Jahre 1933 iibernommen.
Die Erkldarung dieser Definition ist einfach: Eine beliebige Zufallsvariable X
wird durch eine Folge von diskreten Zufallsvariablen X, mit den folgenden
Eigenschaften approximiert:

Xy(w) = kA, falls X(w) € (X, (k+ 1)\, keZ,NeR,.

Aus der Formel (1.1) folgt

EX, = i EAP(kX < X(w) < (k+ 1)A).

k=—o00

{X2=kA}
Da P(w € Q : X)(w) o X(w)) =1 (vgl. Abb. 1.1), kann man erwarten,
H

dass der Grenzwert limy_,oEX) unter bestimmten Voraussetzungen exis-
tiert. In diesem Fall spricht man vom Erwartungswert EX von X:

EX = lim EX)
A—0
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Ak+1) |
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-4 =1
/j/ ‘ ‘ weN

~—
Xa=A(k+1)

Abbildung 1.1: Definition des Lebesgue—Integrals durch Fréchet

Die Formel (1.1) kann auch folgendermafien umgeschrieben werden:

%;ﬂwMWM):E% fﬁkﬂﬂﬂ@+¢»)—ﬂﬂhm,

P(kA<X <(k+1)))

k

was zur Definition des sogenannten Lebesgue-Stiltjes—Integrals [p xdFx(x)
fiihrt. Daher gilt

EX:AXWW@@:AxMM@.

Wir werden jedoch eine andere Definition des Lebesgue—Integrals benutzen,
die in den meisten modernen Biichern iiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung
angefithrt wird:

Sei (F,&,u) ein messbarer Raum, der aus der Grundmenge FE, der o—
Algebra &£ der p—messbaren Teilmengen und des o-endlichen Mafles 1 be-
steht, wobei ein Maf} eine o—additive nicht-—negative Mengenfunktion auf &£
ist. Sei f : E — R eine £-messbare Abbildung. Wir definieren das Lebesgue—
Integral [ f(x)p(dx) schrittweise:

Definition 1.1.1 Die Abbildung f : E — Ry heifit einfach, falls

n

flx) = xI(z € Ay),

j=1

wobei z; € R, Aj € Efiirj=1,...,nund A;NAx =0, k#j, Uj_ 4; = E.
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Definition 1.1.2 Das Lebesgue—Integral einer einfachen Funktion f bzgl. i
ist

[ J@hnda) = S wju4) € RU{+o0}.
j=1
Dieser Wert hangt nicht von der Darstellung von f durch Z _1zil(x € Aj)

ab. Das heifit, falls es eine andere messbare Zerlegung {B; } » . und Werte
{y;}7L, gibt, sodass

:Z I(z € Aj) :Z I(z € By)

dann gilt
> xiu(Ay) = yiu(B;)
i=j j=1

Ubungsaufgabe 1.1.3 Beweisen Sie dies!

Lemma 1.1.4 Sei f : E — R eine nicht-negative £—messbare Funktion.
Dann existiert eine Folge von einfachen Funktionen { f;, }nen, frn =0, n € N,
fir die gilt

ful@) 1 f(@), z€E.

Beweis Setzen wir f,(v) = Y12 BLI{EL < f(z) < &} +nI{f(z) > n}
(vgl. Abb. 1.2).
Ubungsaufgabe 1.1.5 Zeige, dass f, T f.

f(@)

n4+ Sf—--------- -

fn(w)

A x

Abbildung 1.2: Approximation durch einfache Funktionen
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Definition 1.1.6 Sei f(xz) > 0, z € F eine E-messbare Funktion auf E.

Dann heifit
[ f@ntdz) = tim [ fu(@uda
E E

das Lebesgue—Integral von f. Dieses kann auch unendliche Werte annehmen.

Lemma 1.1.7 Seien {f,}, g nicht-negative einfache Funktionen auf E,
fut f>g. Damn

Jin [ fu@ude) = [ g(@)n(da).

Beweis Fiir alle ¢ > 0sei A, = {zx € E : fu(x) > g(z) — €}, dann gilt
A, T E. Insbesondere gilt fir alle x € E

fa(x) = fa(x)(z € An) + fu(2)I(2 € A7)
> fo(@)I(z € An) = (9(x) —)I(z € Ay).

Aus [20, Satz 4.2.1 3.,4.] folgt

[ fr@tdz) = [ (o@) = eptar) = [ ownlr) - cp(4n)
—/g / (@)n(de) = <p(An)
> [ g(@)nldz) - max glayu(A7) — cp(An).

Da € > 0 beliebig klein sein kann und pu(AS) — 0, n — oo, folgt die Aussage.
O

Ubungsaufgabe 1.1.8 Zeige, dass fiir zwei unterschiedliche Folgen f,, 1 f
und g, T f gilt

Jin [ fu@u(da) = lim [ gu(a

Das Integral ist also wohldefiniert.

Sei nun f : £ — R eine beliebige £-messbare Funktion und « € F. Bezeich-
nen wir mit

f+(z) = max{f(x),0} den Positivteil von f und mit
f—(x) = —min{f(z),0} den Negativteil von f. (1.2)

Es gilt offensichtlich:

fx(z) >0,
f(x) = fi(2) = f-(2),
f(@x)| = fo(z)+ f-(x), z€E.
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Definition 1.1.9 Das Lebesgue—Integral von f ist durch
| t@utdn)= [ @)~ [ f-(@)utdo)
E E E

gegeben, falls max{ [, f1(z)p(dz), [5 f-(x)p(dr)} < co.
Somit gilt [ |f(z)|pu(dr) < oo und folglich [ f(z)u(dr) < oo.

Beispiel 1.1.10

1. E =R, pu = Lebesgue-Maf} auf R (Lénge), £ = B(R). Dann ist

[ s@ ) = [ f@)da
E R
das Lebesgue—Integral auf R im Sinne der mathematischen Analysis.

2. E = Qund p = P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, £ = F. Dann
heifit
/ X (w)P(dw) = EX
Q

Erwartungswert der Zufallsvariablen X. Aquivalent (dies wird spéter
im Satz 1.2.8 bewiesen) dazu kann EX auch als [p xPx(dz) definiert
werden (nach dem Maftransport—-Mechanismus). In diesem Fall ist
E =R, F=B(R), p=Px. Da

Px(dx) = Px((z,x+dz]) = P(r < X <z +dx)
= Fx(r+dz) — Fx(z) = dFx(x), reR,

benutzt man auch die Bezeichnung
EX = / xdFx(x).
R

Es ist das so genannte Lebesgue—Stiltjes—Integral.

1.2 Erwartungswert

Somit kénnen wir folgende Definition angeben:

Definition 1.2.1 Sei X eine Zufallsvariable auf (2, F, P). Sei
X(w)=Xi(w) — X_(w), weN

die Zerlegung von X in den Positivteil X (w) und Negativteil X_(w), w € §2

(vgl. (1.2)).
Falls

min{/QX+(w)P(dw),/QX_(w)P(dw)} < 00,
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dann wird

/Q X (w)P(dw)

der Erwartungswert von X genannt und als EX bezeichnet. Hier sind die
Werte EX = to00 zulassig. Falls

/ X ()| P(dw) < o0
Q

(was dquivalent zu max { Jo X4+ (w)P(dw), [ X— (w)P(dw)} < 00 ist), dann
heiflt die Zufallsvariable integrierbar.

Ubungsaufgabe 1.2.2 Sei X > 0 eine Zufallsvariable und sei
Sx = { Einfache Zufallsvariablen Y : Y < X}

Dann gilt EX = sup EY.
YeSx

Die Eigenschaften des so definierten Erwartungswertes fallen mit den Eigen-
schaften des Lebesgue—Integrals zusammen:

Satz 1.2.3 (Eigenschaften des Erwartungswertes)
Seien X und Y Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).
Dann gilt Folgendes:

1. Falls X(w) = I4(w) fir ein A € F, dann ist EX = P(A).

2. Falls X (w) > 0 fiir fast alle w € Q (man sagt dazu “fast sicher” und
schreibt “f.s.”), dann ist EX > 0.

3. Additivitat: Fiir beliebige a,b € R gilt E(aX +bY) = aEX 4+ DEY, falls
X und Y integrierbar sind.

4. Monotonie: Falls X und Y integrierbar sind und X > Y f.s. ist, dann
gilt EX > EY.
Falls 0 < X <Y fs. und Y integrierbar ist, dann ist auch X integrier-
bar.

5. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X gilt [EX| < E|X]|.
6. Falls X f.s. auf Q) beschréankt ist, dann ist X integrierbar.

7. Falls X und Y unabhingig und integrierbar sind sowie E|XY| < oo
ist, dann gilt E(XY) =EX -EY.

8. Falls X >0 f.s. und EX = 0, dann gilt X =0 f.s.

Beweis
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1. Die Behauptung folgt aus der Darstellung X (w) = Ig(w) =1 -14(w)+
0-14(w) und der Definition 1.1.2 des Lebesgue-Integrals fiir einfache
Funktionen.

2. Die Behauptung folgt aus Definition 1.1.6 bis 1.2.1:
X(w)=X4(w) — X_(w), wobei X_(w) =0 f.s. Daher gilt

EX = /QX+(w)P(dw)—/Q X_ (@) P(dw) = lim / X7 (w ~0>0,

wobei X einfache Zufallsvariablen mit den Eigenschaften
X'w)>20,weQ, X = X

sind. Dabei haben wir benutzt, dass aus X (w) = 0 f.s. EX = 0 folgt.

3. Zunachst soll die Giltigkeit von 3. fiir einfache Zufallsvariablen X
und Y bewiesen werden, dann nach Definition 1.1.6 fiir alle X, Y >0
und schlief8lich nach Definition 1.1.9 fiir beliebige X, Y. Wir zeigen es
lediglich fiir einfache X und Y. Der Rest ist eine Ubungsaufgabe. Sei

w) =Y aila W), Yw) =) ylp W)
j=1 j=1
Damit folgt

aX +bY =a) wilanp, +0Y ylans, = Y (ax; + byk)la,ns,
Jik J:k Jik

mit >, =227 1 >k, und somit

E(aX +bY) = (ax; + byr) P(A; N By)

= a;rjP(Aj) + i bykP(Bk)

j=1 k=1
=a) x;P(Aj)+bY_ yP(By)
= k=1

=aEX +bEY, a,beR.

4. Dieser Punkt folgt aus 2. fiir die Zufallsvariable X —Y > 0 f.s. Falls
0 < X <Y und Y integrierbar, dann gilt 0 < EX < EY < oo und
somit ist auch X integrierbar.

5. Aussage 5. folgt aus 4., weil —|X| < X < |X]| ist und somit

~E|X| <EX <E|X| < oc0.
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6. Die Behauptung folgt aus 4., da eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
| X| < ¢ f.s. und somit E|X| < Ec = ¢ < 0.

7. Zeigen wir es fiir einfache Zufallsvariablen X und Y. Der allgemeine
Fall wird spater behandelt. Falls X =3, x;14,, Y =3_,y;lp;,dann
gilt

E(XY) = ECQ xila)(> yklp,)
7 "

= B wmulaon) = Y wuP(4;0 By)
irj bJ

XY ;abh. Z xjykP(Aj)P(Bk)
Z’J
= > jP(A;)-> ypP(B) =EX -EY,
j k

wobei wir benutzt haben, dass

P(A;NBy) = PUX =z} N{Y =y }) = P(X = ;) - P(Y = )
= P(A;)- P(By), fir alle 7,k .
8. Sei X > 0 fs., EX = 0. Nehmen wir an, dass X # 0 f.s., das heift
P(X > 0) > 0. Es gilt {X > 0} = Up21{X > e,}, wobei ¢, | 0,

en > 0 fiir alle n. Die Folge von Ereignissen {X > ¢,} ist monoton
wachsend, weil g, > €,41,n € N. Daraus folgt, dass

0<P(X>0)= lim P(X>e)

wegen der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen und somit existiert
ein n € N mit P(X >¢,) > 0. Da ¢, > 0, erhélt man

EX > E (XI{x5z,)) > E (enl{x>c,})
= enBl x5,y = enP(X > 6,) > 0.
Damit ist EX > 0, was im Widerspruch zu EX = 0 steht.
O

Folgende Konvergenzsitze werden tiblicherweise in der Integrationstheorie
fiir allgemeine Integrationsraume (FE, &, u) bewiesen (vgl. z.B. [19], S. 186-
187):

Satz 1.2.4 (Monotone Konvergenz)
Seien { X, }nen, X, Y Zufallsvariablen auf (2, F, P).

1. Falls X;, > Y fs., n € NJEY > —oco und X,, T X, dann gilt

EX, TEX, n—oo.
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2. Falls X, <Y fs., n € N, EY < oo und X, | X, dann gilt

EX, |EX, n— oo.

Beweis

1. Sei zunédchst Y > 0. Fiir jedes k € N existiert eine Folge von einfachen
Zufallsvariablen X,gn): X,in) 1 X, n — oo. Fiir X .— maxi<k<n X,gn)
gilt

XD < x(") < max X, = X,,.
1<k<n

Sei dann Z = lim,,_s X®) Da X,gn) < X < X,,, bekommt man
X, < Z < X, k € N durch Grenzwertbildung fir n — oo. Da
limy oo X = X, folgt daraus Z = X. Da Zufallsvariablen X (") ein-
fach sind und Z = lim,,—yoo X (”), mit Hilfe von Lemma 1.1.7 und des
Satzes 4.1.2, 4. (ElemWR) bekommen wir

EX =EZ < lim EX™ < lim EX,,.
n— oo n—oo

Andererseits, X,, < X, 11 < X und somit lim, ,, EX,, < EX, was
lim,,— o EX,, = EX bedeutet.

Sei Nun Y beliebig. Falls EY = oo, so gilt nach Satz 4.1.2, 4. (Elem-
WR) EX,, = EX = oco. Insbesondere ist die Aussage des Satzes dann
trivialerweise giiltig. Falls also E|Y| < oo, dann 0 < X,, - Y 1 X - Y
f.s. Wie im Fall Y > 0 gilt, dass E(X,, = Y) T E(X —Y), was nach
dem Satz 4.1.2, 3. (ElemWR) bedeutet, dass EX,, — EY 1 EX — EY.
Unter der Beriicksichtigung von E|Y| < oo gilt EX,, 1 EX.

2. Setze X,, = —X,, X = —X und Y = —Y, dann folgt die Aussage aus
1.

O]

Folgerung 1.2.5 Falls { X, },cn eine Folge von nicht—negativen Zufallsva-
riablen ist, dann gilt

oo oo
EY X,=) EX,,
n=1 n=1
wobei diese Reihen auch gegen +oo divergieren kénnen.

Beweis Die Aussage folgt aus Theoremen 1.2.4 und 1.2.3, 3 mit

n oo
Yn:ZXmY:ZlXZ-.
iz

i=1
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Lemma 1.2.6 (Fatou)
Seien {X,} und Y Zufallsvariablen. Falls

1. X;, > Y fs., neNund EY > —o0,
dann Eliminf, ,. X, <liminf, .. EX,.

2. X, <Y fs, neNund EY < oo,
dann limsup,,_,,, EX,, <Elimsup,,_,., Xn.

3. | X, <Y fs,neNund EY < oo, dann

Eliminf X,, <liminf EX,, <limsupEX,, < Elimsup X,.
n—oo n—oo

n—00 n—00
Beweis
1. Sei Z,, = inf,;,>p, X,y f.5., damit fiir alle n
Xn>2Zn, Zpt linrr_1>ior.}an, Zn>Y fs.
Nach 1.2.4 1. gilt
Eliﬁggf X, = ]Enh_{rolo Ly = nh_)ngo EZ, = linrgio%f EZ, < hnnl)io%f EX,,
damit ist 1. bewiesen.
2. folgt direkt aus 1.
3. folgt aus 1. und 2.
O

Satz 1.2.7 Satz von Lebesgue tiber die majorisierte Konvergenz
Sei | X, | <Y fs, n € N. Falls EY < oo und X, — X f.s., dann ist X
n o

integrierbar und es gilt
E|X, — X| — 0 (L' Konvergenz)
n—oo
und somit EX, — EX.

n—oo
Beweis Fiir die Integrierbarkeit gilt, da

liminf,, o X, = limsup,, .., X;, = X f.s., nach Lemma 1.2.6 3., dass

Eliminf X,, = liminf EX,, = limsup EX,, = Elimsup X,, = EX.

n—00 n—00 n—oo n—oo

Da auch | X| <Y f.s., gilt somit E|X| < EY < co. Unter der Verwendung
der Dreiecksungleichung und dem obigen Argument folgt die Aussage. [
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Satz 1.2.8 (Mafitransport im Lebesque—Integral)
Sei X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P) und sei g : R — R eine Bgn—messbare Funktion. Dann gilt

Eg(X) = [ g(X(@)Pdw) = [ g(@)Px(do) (1.3)

in dem Sinne, dass wenn eines der beiden Integrale existiert, auch das andere
existiert und beide den gleichen Wert annehmen. Dabei benutzen wir die
Bezeichnung dz = dzy . . .dzy, fir 2 = (x1,...,2,).

Beweis Nehmen wir zunichst an, dass g(x) = Ia(x) ist, A € Bgn. Dann
gilt
Eg(X) =Elxea = P(X € A) = Px(A) = R I4(x)Px(dx),

und (1.3) ist erfillt.

Per Additivitat gilt (1.3) also auch fiir beliebige einfache Funktionen
g:R" = R,. Aus dem Satz 1.2.4, fiir monotone Konvergenz des Lebesgue—
Integrals folgt die Giiltigkeit von (1.3) fiir beliebige g > 0. Der allgemeine
Fall resultiert aus der Darstellung g = g4 — g—. O

Folgerung 1.2.9

1. Das Integral [pn g(x)Px(dz) wird oft als Lebesgue-Stiltjes-Integral
Jgn 9(x)dFx (x) geschrieben (vgl. S. 3).
Dabher gilt Eg(X) = [gn 9(x)dFx (z).

2. Falls X absolut stetig verteilt ist mit der Dichte fx, dann gilt
Eg(X) = [ g(@)fx(@)da.

3. Falls X diskret verteilt ist mit dem Wertebereich
C ={x1,x9,...} CR", dann gilt

Eg(X) =) glaj))P(X =) = ) g(2)P(X = ).
J zeC

4. Falls X eine Zufallsvariable ist, dann gelten die Aussagen des Satzes
1.2.8 und der Folgerung 1.2.9, 1) — 3) fiir n = 1. Insbesondere gilt

EX:/RJUPX(dx) :/RxdFX(x)

im allgemeinen Fall,
EX = / xfx(z)dr
R
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im Fall einer absolut stetig verteilten Zufallsvariablen X mit Dichte
fx und
EX =) zP(X =)
xeC

im Fall einer diskret verteilten Zufallsvariablen X mit Zahldichte
P(X = x) und abzdhlbaren Wertebereich C' C R.

1.3 Alternative Darstellung des Erwartungswertes

Definition 1.3.1 Falls X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
Fx(zx) ist, dann heiit Fx(z) = 1 — Fx(z) = P(X > z), z € R, die
Tailfunktion der Verteilung von X.

Satz 1.3.2 Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein n € N. Dann
gilt

+o00 _ 0
EX" = n/ 2" Py (x) do — n/ 2" Py (x)dx, (1.4)
0

—00

E|X|" = n/o+oo 2" (Fx(2) + Fx(~2)) da. (1.5)

Beweis Beweisen wir die Formel (1.4). Nach Satz 1.2.8 schreibt man

] o0 0
EX" = / 2Py (dz) = / 2"Px (dz) + / 2" Py (dz) .
0 —o0

—00

Ferner gilt nach dem Satz von Fubini:
[Tanpxtan) = [ [Tt € 0.0)) dyPx(da)
0 0 0

= n/ / y" (0 < y < ) Px(dx) dy

0 0
00 +oo

= n/ y"fl/ Px(dz)dy

0 y

= 7%/0 y" ' EFx(y) dy,
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/_OOO z"Px(dz) = /

1)/ ny" "t dyPx (dx)

0
= -n "z <y < 0)dyPx(dzx)

0

(=

[

= n/ooo/ooyn (z < y)Px(dx) dy
/0
/

= —nNn

y" /y Px(dx) dy

(N —
P(X<y)=Fx(y)

oo

0
y" " Fx(y) dy.

e}

= —-n
Zusammengefasst haben wir

+o0 _ 0
EX" = n/o y"_lFX(y) dy — n/ y”_lFX(y) dy .

—0o0
Die Formel (1.5) wird analog bewiesen. O

Jetzt ist es an der Zeit die Aussage 7. des Satzes 1.2.3 in folgender allgemei-
nen Form zu beweisen:

Satz 1.3.3 Seien X;,...,X,, Zufallsvariablen mit
E|Xj| <oo,=1,...,n,E|X; ... - X;| <o0.
Falls X1,..., X, unabhéingig sind, dann gilt
E(Xy-...- X)) =EX;-...-EX,.
Beweis Wir benutzen den Transformationssatz 1.2.8 fiir

X=(X1,...,.Xpn), p(x1,...,2n) =21 - ... - Ty .

E(Xan) = / $1-...‘xnpx(d$1...d:11n)

~—
[20, Lemma, 3.5.2]

= H/ szXl(d«Tz) = ]‘—[IE)(Z
i=17R i=1

= //a;lanXI(dxl)PXn(dxn)
R R
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1.4 Bedingte Erwartung
Es sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsaum, und B € F: P(B) > 0. Sei
P(:|B) = P(-NB)/P(B)

das Wahrscheinlichkeitsmafl unter der Bedingung B (vgl. [20, Ubungsauf-
gabe 2.3.6]). Betrachte die Erwartung bzgl. des Mafles P(:|B): fiir eine Zu-
fallsvariable X

Definition 1.4.1 Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariablen X unter
der Bedingung B € F, P(B) > 0 wird definiert als

E(X1p)
P(B) -

E(X|B) =

Wie definiert man nun E(X|B), wenn P(B) = 07

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen, wobei Y eine absolut stetige Vertei-
lung besitzt. Dann folgt P(Y =y) =0 Vy € R. Deshalb kann die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(X € B|Y = y) auf dem gewohnlichen Wege

P(X € B,Y =y)
PY =y)

P(X € BlY =y) =

nicht definiert werden. Aus der Praxis ist aber eine Reihe von Fragestel-
lungen bekannt (z.B. Bayessche Analyse), in denen Wahrscheinlichkeiten
P(X € B|Y = y) ausgewertet werden miissen. Deswegen werden wir ei-
ne neue Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit geben, die solche Si-
tuationen beriicksichtigt. Diese Definition erfolgt durch die Definition der
bedingten Erwartung.

Schema:

1. Es wird die bedingte Erwartung von der Zufallsvariablen X bzgl. der
o-Algebra B als Zufallsvariable E(X|B) eingefiihrt, wobei B eine Teil-
o-Algebra von F und (92, F, P) der Wahrscheinlichkeitsraum ist.

2. Die bedingte Erwartung von X unter der Bedingung Y wird als
E(X]Y) = E(X|oy) eingefiihrt, wobei oy die von Y erzeugte o-Algebra
ist.
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3. P(X € BJY = y) wird als Zufallsvariable E(I(X € B)|Y) auf der
Menge
{weQ: Y(w) =y} eingefiithrt.

Gehen wir nun dieses Schema im Detail durch:

1. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B eine Teil-o-Algebra
von F,d.h. BC F.

Definition 1.4.2 Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen
X definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) beziiglich einer
o-Algebra B C F ist in dem Fall E|X| < oo als eine B-messbare
Zufallsvariable Y definiert, die die Eigenschaft

/Y( P(dw) /X P(dw), VBeB
B

besitzt. Dabei wird die Bezeichnung Y = E(X|B) verwendet.

Warum existiert diese Zufallsvariable Y7

e Zerlegen wir X in den positiven X, und negativen X_ Anteil
X = X, — X_ und beweisen die Existenz von E(X4|B). Danach
setzen wir E(X|B) = E(X|B) — E(X_|B).

o Somit gentigt es zu zeigen, dass der Erwartungswert E(X|B) einer
nicht negativen Zufallsvariablen X > 0 fast sicher existiert.

e Sei Q(B) = [z X(w) P(dw). Man kann zeigen, dass Q(-) ein Maf}
auf (Q, F) ist. Dabei folgt aus P(B) = 0 die Gleichheit Q(B) =
fir B € Br (bzw. B € B). Somit ist ) absolut stetig bzgl. P.
Weiter existiert nach dem folgenden Satz eine Dichte Y (w), die
messbar bzgl. B ist und fiir die

/Y P(dw) — Y(w)=E(X|B)
gilt.

Um den eben angesprochenen Satz formulieren zu kénnen, wird die
Definition von signierten Maflen bendtigt.

Definition 1.4.3 Ein signiertes Maf§ A auf dem Messraum (€2, BB) ist
A = A1 — \g, wobei A1, Ay Mafle auf (€, B) sind, sodass mindestens eins
davon endlich ist.

Satz 1.4.4 (Satz von Radon-Nikodym (1930)) Seien p ein o—endliches
und A ein signiertes Maf auf (€2, B). Sei A absolut stetig bzgl. . Dann
existiert eine Dichte f : 2 — R (R = RU {+£o0}) messbar beziiglich B
mit

/f pu(dw), A€ B.
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Dabei ist f eindeutig bis auf eine Menge mit u—Maf 0. Falls A ein Maf
ist, so gilt f > 0.

Bemerkung 1.4.5 Aus der obigen Beweisskizze wird ersichtlich, dass
Y (w) = E(X|B) nur P-fast sicher definiert ist. Somit kann man meh-
rere Versionen von Y (w) angeben, die sich auf einer Menge der Wahr-
scheinlichkeit 0 unterscheiden.

Satz 1.4.6 (Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes) Seien X
und Y Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
mit der Eigenschaft E|X| < oo, E|Y| < oo und E|XY| < oo (dies
kann noch ein wenig abgeschwécht werden, ist hier allerdings ausrei-
chend). Seien B, B; und By Teil-o-Algebren von F. Es gelten folgende
Eigenschaften (im fast sicheren Sinne):

(a) E(X[{0,9}) = EX, E(X|F) =
(b) Falls X <Y, dann gilt ebenso IE(X]B) < E(Y|B).
()
(d)
(e) Esgilt E(E(X|B2)|B1) = E(X|[B1) und E(E(X|B1)|B2) = E(X|B1),
falls B1 C Bs.

(f) Falls X unabhingig von Bist (d.h., die o-Algebren ox = X ~1(Bg)
und B sind unabhéngig), dann gilt E(X|B) =

(s) E(E(X|B)) = EX.
(h) E(XY|B) = XE(Y|B), falls X B-messbar ist.

Es gilt E(aX + bY |B) = aE(X|B) 4+ bE(Y|B) fiir alle a,b € R.

E(c|B) = ¢ fiir ¢ =const.

Beweis

(a) Folgt direkt aus Definition 1.4.2.

(b) Daaus X <Y fs. XI4q <YI4 fs. folgt, A € B, bekommt man
aus der Monotonie— Eigenschaft des Erwartungswertes (vgl. [20,
Satz 4.1.2, 4]) fur alle A € B, dass

/ E(X|B) P(dw) = / X (w)P(dw) = E(X14) < E(Y14)
A A

_ /,4 Y (w)P(dw) = /A E(Y|B) P(dw).

Daher E(X|B) < E(Y|B) nach Definition 1.4.2.
(c) Aus der Linearitat des Erwartungswertes (vgl. [20, Satz 4.1.2, 3.])



KAPITEL 1. ERWARTUNG ALS LEBESGUE-INTEGRAL 18

gilt fiir alle A € B
[, @X @)+ by (@) P(a)
—a/X dw+b/Y P(dw)
_ a/AIE X|B)P(dw) +b/AIE Y |B) P(dw)

:/A(aE(XyB) + BE(Y|B)) P(dw).

(d) Da ¢ =const B-messbar ist, folgt das Ergebnis ebenso direkt aus
Definition 1.4.2.

(e) Sei A € By und B € By. Da By C By, gilt A € By und

/E(X]Bl)P(dw) :/ X (w) P(dw

A A

:/E(X]BQ)P(dw) :/ E(E(X|Bs)|B1)P(dw),
A A

daher E(E(X‘BQ)‘Bl) = E(X|Bl)
Nach Definition 1.4.2 gilt fiir E(E(X|B1)|B2)

[ ECXIB) P(d) = [ E(B(X|B))|By) P(dw).
E(X|By) ist Bi-messbar, und da By C Ba, auch By-messbar. Also

gilt E(X|B1) = E(E(X|B1)|Bz).
(f) Da EX B-messbar ist, sollten wir zeigen, dass fiir alle A € B

/AEXP(dw) = /AX(w)P dw

was gilt, da E(XI4) = EX -El4 = EX - P(A) wegen der Unab-
hangigkeit von X und 4.

(g) Folgt direkt aus der Turmeigenschaft (e) mit By = {0, Q}, By = B
und aus (a).

(h) Algebraische Induktion.
e Sei X = Ip fiir B € B. Dann gilt fiir jedes A € B
/ X(@)Y(@)P(dw) = | Y(w)P(dw)
A ANB

— [ E(Y|B)P(dw) = / T5E(Y|B)P(dw)
ANB A

_/X E(Y|B)P(dw),

daher gilt (h) fiir Indikatoren.
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o Aus der Linearitdt der Bedingten Erwartung folgt (h) fiir
einfache B -messbare Zufallsvariablen X.

o Sienun X eine beliebige B-messbare Zufallsvariable mit E| X| <
o0. Es existiert eine Folge von einfachen B—messbaren Zufalls-
variablen X,, mit |X,| < |X|, X,, = X fs. fir n — co. Nach
dem Satz von Lebesgue (dominierte Konvergenz fiir bedingte
Erwartung) gilt:

E(XY|B) = E( lim X,Y|B) = lim X,E(Y|B) = XE(Y|B),
da X, Y — XY fir n — oo und | X,,)Y| < |XY]| fs.
O

Bemerkung 1.4.7 Wie bereits im obigen Beweis zu sehen ist, behalt
die bedingte Erwartung folgende Figenschaften des Lebesgue—Integrals
bei:

e Satz iiber die monotone Konvergenz

e Lemma von Fatou

e Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz

o Ungleichungen von Markow, Jensen, Cauchy—Bunjakowski—Schwarz

o Dreiecksungleichung: |E(X|B)| < E(|X||B) f.s.

Beweise wiederholen im Wesentlichen dieselben Ideen wie in den Ori-
ginalsétzen. Sie kénnen in vielen Biichern wie z.B. von A. Borovkov,
A. Klenke, A. Shiryaev, nachgeschlagen werden.

In [20, Bemerkung 4.3.3, 2)] wurde gezeigt, dass fiir eine Zufallsvariable
X mit EX? < oo der Erwartungswert EX die Funktion E(X — a)?
bzgl. @ € R minimiert. Eine dhnliche Eigenschaft gilt fiir bedingte
Erwartungen:

Satz 1.4.8 Sei X € L?(Q, F, P), und sei B eine Teil-o-Algebra von F.
Dann ist E(X|B) die orthogonale Projektion von X auf den Unterraum
L*(Q, B, P) C L?(Q, F, P), Vergleich Abbildung 1.3:
E(X|B) = argmin E(X —Y)%
YeL?(Q,B,P)

Beweis Nach Satz 1.4.6, (g) gilt E(X —Y)? = E (E((X — Y)?|B)). Da
Y B-messbar ist, folgt mit 1.4.6 (h)

E((X - Y)?|B) = E((X — E(X|B) + E(X|B) - Y)?|B)

= E((X — E(X|B))*|B) + 2E((X — E(X[B))(E(X|B) - Y)|B)
+E((E(X|B) - Y)?|B)

= E((X — E(X|B))?|B) + (E(X|B) — Y)*.
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X

Abbildung 1.3: Bedingter Erwartungswert als Orthogonalprojektion

Nun gilt, dass der Term (E(X|B) — Y)? minimiert wird, wenn
Y = E(X|B). Dabei haben wir genutzt, dass nach 1.4.6 (h)
E((X - E(X[B))(E(X|B) - Y)|B)
= (E(X|B) - Y)E(X — E(X|B)|B) = 0.

=0

O]

Beispiel 1.4.9 Sei B = o({A1,...,A,}), wobei {A;,..., A,} eine
messbare Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) ist, d.h.
/;;L:l'Aj =, AjﬂAk = @, 1 #], P(AJ) >0,7=1,...,n. Was ist
E(X|B)? Da E(X|B) B-messbar ist, konnen wir die allgemeine Form
der Funktionen ausnutzen, die messbar beziiglich einer endlich erzeug-
ten o-Algebra B = o({41,...,A,}) sind: E(X (w)|B) = >iL  kjl(w €
A;). Diese Form wird im folgenden Lemma gezeigt.
Lemma 1.4.10 Fiir eine endlich erzeugte o-Algebra B = oc({A41,..., An})
wie in Beispiel 1.4.9 ist eine B-messbare Zufallsvariable Y einfach, d.h.

Y(w) = zn:k‘jf(w € Aj).
j=1

Beweis Zeige, dass fiir alle j = 1,...,n die Zufallsvariable Y auf A;
konstant ist, d.h., es existieren k; € R mit A; C {w € Q: Y (w) = k;}
fiir alle j = 1,...,n. Setze

ki =sup{ceR: A;N{w e Q:Y(w) < c} =0},
dann folgt aus der Definition des Supremums

AiNn{weN:Y(w) <kj}=A4;N U {lwe:Y(w) <c}=0.
c€Q,c<k;



KAPITEL 1. ERWARTUNG ALS LEBESGUE-INTEGRAL 21
Fir ¢ > kj gilt nun A; N{w € Q : Y(w) < ¢} # 0, und

{we:Y(w)<c}C OAZ.
=1

Wegen der B-Messbarkeit von Y und der Tatsache, dass die A; paar-
weise disjunkt sind, gilt

AinfweQ:Y(w) <c} =A;.
Fir alle ¢ > k; folgt daher A; N{w € Q:Y(w) > ¢} = 0 und auch

Ain{weQ:Y(w) >kt=4n | {weQ:Y(w)>c=0.
c€Q,c>k;

Also gilt AjN{w e Q:Y(w) #kj} =0, und 4; C{w e Q:Y(w) =
ki) O

Berechnen wir kj: Aus der Definition 1.4.2 folgt fir B = A;

/B E(X|B) P /;kl (w € A) P(dw) = k; - P(A,)
:/ XP(dw):/ X P(dw) = E(X - I4))
B A
:kj:wzlg(xmj), i=1,....n.
:E(XB)(w):w, falswe A;, j=1,...,n,

vergleiche die Definition 1.4.1.

2. Bedingte Erwartung bzgl. einer Zufallsvariablen Y :

Definition 1.4.11 Seien X und Y zwei Zufallsvariablen definiert auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Der bedingte Erwartungswert
von X unter der Bedingung Y wird als E(X|Y) = E(X|oy) eingefiihrt,
wobei oy die von Y erzeugte o-Algebra ist: oy = Y "1 (Bg).

Lemma 1.4.12 Es existiert eine Borel-messbare Funktion g : R — R,
fir die gilt, dass E(X|Y) = g(Y) fs.

Beweis Das Maf
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ist ein signiertes Mafl auf Bg und absolut stetig bzgl. Py. Nach dem
Satz von Radon—Nikodym existiert eine Br-messbare Funktion

g : R — R, welche eine Dichte von @ beziiglich Py ist. Nach der Defini-
tion des bedingten Erwartungswert und dem Mafitransport im Lebesgue—
Integral gilt fiir alle B € Bg, dass

| X@P@w) = [g@Pridn) = [ g(v(@)P(w).
B

y-i(B)

Die Funktion g(Y) ist oy—messbar, und alle Elemente A € oy haben
die Form Y ~1(B), B € Bg, also folgt E(X|Y) = g(Y) {. s.. O

Daher wird die Schreibweise E(X|Y = y) als g(y) verstanden:
E(X|Y = y) = g(y) oder E(X|Y = y) ist der Wert von E(X|Y) auf
der Menge {w € 2:Y(w) =y}.

3. Bedingte Wahrscheinlichkeit bzgl. einer o-Algebra bzw. einer Zufalls-
variable:

Definition 1.4.13 Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A € F unter
der Bedingung B ist gegeben durch P(A|B) = E(I4|B) fast sicher.
Analog dazu definieren wir P(A]Y") = E(I4[|Y) fiir eine Zufallsvariable
Y.

Wir wissen, dass die bedingte Erwartung nur f.s.-eindeutig bestimmt
ist. Verschiedene Varianten der bedingten Erwartung, die sich auf einer
Menge B € F mit P(B) = 0 unterscheiden, nennen wir Versionen von
einander.

Bemerkung 1.4.14 P(-|B)(w) ist i.A. kein Maf!

Die soeben definierte Familie von Zufallsvariablen P(:|B)(w) erfiillen
(fiir jedes w € § wie f.s.) nicht die Eigenschaften eines Wahrschein-
lichkeitsmafes: Es gilt zwar

0 < P(A|B) <1 fs. firalle A e F,

aber die Menge derjenigen w € €2, fur die die Eigenschaft der o-
Additivitét

P (U Aj!B) (@) = 3 P(4;IB)) (1.6)

fir paarweise disjunkte {A;} C F gilt, hingt evtl. von der Folge {4;}
sowie von der Version P(-|B) ab. Es bedeutet, dass es i.A. keine Version
von P(-|B) existieren muss, so dass die Eigenschaft (1.6) fir alle w €
M€ gilt, wobei M € F die Ausnahme-Menge ist mit P(M) = 0.
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Es wére jedoch von Vorteil, wenn wir eine Version von P(:|B) einfithren
konnten, die die Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafles fiir alle w €
Q hatte. Dann kénnte man z.B. gewohnlich nach Lebesgue integrieren bzgl.
des neuen Wahrscheinlichkeitsmafles, vgl. Satz 1.5.2 unten.

Dies fiihrt uns zum Begriff der reguldren bedingten Wahrscheinlichkeit.

1.5 Reguliare bedingte Erwartung

1.5.1 Regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vertei-
lungen

Definition 1.5.1 Eine Abbildung P : F x Q — [0, 1] heisst reguldire be-
dingte Wahrscheinlichkeit bzgl. der o—Algebra B C F, falls

o Pg(-,w) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F fir jedes w € Q.
o Pg(B,w) ist eine Version von P(B|B)(w) fir jedes B € F.

Satz 1.5.2 Sei X : 2 — R eine integrierbare Zufallsvariable, und sei Pp die
reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit bzgl. der o—Algebra B C F. Dann gilt

E(X|B) = / X (w) Py(dw). (1.7)
Q
Beweis Zunéchst priifen wir die Behauptung fir X (w) = Ig(w), B € F:
E(I5|B) = Ps(B),

was aus Definition 1.5.1 ersichtlich wird. Der Rest des Beweises folgt der al-
gebraischen Induktion bei der Konstruktion des Lebesgue—Integrals (vgl. Ab-
schnitt 1.1): Man approximiert nichtnegative X durch eine Folge einfacher
Zufallsvariablen und benutzt schliesslich die Zerlegung X = X, — X_. O

Die reguldre bedingte Verteilung Px3(A), A € T, eines Zufallselements
X : Q — T mit Werten in einem topologischen Raum (T, 7) bekommt man,
indem man die Definition 1.5.1 auf die Urbilder X ~!(A), A € T anwendet:

Pxip(A) = P{X € A}|B), AeT.
Fiir eine Zufallsvariable X : 2 — R wird die zuféllige Funktion
FX\B(UC) = PX|B((—007$])7 reR

die reguldre bedingte Verteilungsfunktion von X wunter der Bedingungs-o-
Algebra B C F genannt.

Weiterhin definieren wir Messrdume, die zu einer Borelschen Teilmenge
von R dquivalent sind. So sind ihre Eigenschaften vergleichbar mit denen
von (R, Bg):



KAPITEL 1. ERWARTUNG ALS LEBESGUE-INTEGRAL 24

Definition 1.5.3 Ein Messraum (7, 7) heifit Borelsch, falls eine Bijektion
o : (T,7) = (R,Br) existiert mit den Eigenschaften

° SD(T) € B,

o o ist T|Br—messbar,

1

o @ ist Br|T-messbar.

Es kann gezeigt werden, dass alle vollstdndigen separablen metrischen
Messridume (darunter (R?, Bga), d € NU {oc}) Borelsch sind.

Reguldre bedingte Verteilungen existieren auf Borelschen Messraumen,
wie der folgende Satz zeigt:

Satz 1.5.4 Sei X : 2 — T ein Zufallselement mit den Werten im Borelschen
Messraum (7,7 ), und sei B eine Teil-o—Algebra von F. Dann existiert die
regulére bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € -|B).

Den Beweis dieses Satzes kann man z.B. in den Biichern [19, Theorem
I1.7.4], [15, Theorem 8.28, 8.36] nachlesen.

1.5.2 Bedingte Dichten

Sei (X,Y) ein bivariater Zufallsvektor mit reellwertigen Koordinaten, der
absolut stetig verteilt ist mit gemeinsamer Dichte fyy. Wie kann der be-
dingte Erwartungswert E(X|Y = y) berechnet werden? Dafiir ist der Begriff
der bedingten Dichte oft giinstig:

Definition 1.5.5 Die Funktion

fX,Y(xa y)
fxy (zly) = T(y)[{fy(y)#(]}? z,y€R
heisst die bedingte Dichte von X gegeben Y .

Es ist offensichtlich, dass sich fy durch fx y errechnen lasst als

fy(y) :/Rny(w,y) dx.

Ubungsaufgabe 1.5.6 (Bayessche Formel fiir bedingte Dichten) Sei (X,Y")
ein absolut stetig verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte fx y sowie

Randdichten fx(z) = [ fx,v(z,y)dy und fy(y) = [g fxv(z,y)dz. Zeigen
Sie die folgende Verbindung zwischen den bedingten Dichten fx|y und fy|x:

frix(ylz) = fXW;fJZ{Y(y) Iy @0y, Yy €R.

Zeigen wir die folgende praktische Formel, die auch zur Berechnung von
E(X|Y = y) verwendet werden kann:
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Satz 1.5.7 Es sei (X,Y) ein absolut stetig verteilter Zufallsvektor mit ge-
meinsamer Dichte fx y,undseig : R? — R eine beliebige messbare Funktion
mit E|g(X,Y)| < +o00. Dann gilt folgende Darstellung:

E (XYY =y) = [ glo.)fxy (aly) do (18)
R

fur Py—fast alle y € R.

Beweis Bezeichnen wir die rechte Seite der Relation (1.8) mit h(y). Zu
zeigen ist, dass E (¢(X,Y)|Y) = h(Y) f.s. Per Definition der bedingten Er-
wartung geniigt es zu zeigen, dass

[ (v @) Pldw) = [ 90X (@), Y () Plde)
B B

fiir beliebige B € oy, also, B = Y !(A) fiir Borelsche Mengen A C R.
Einerseits gilt

[ox@.y@) Paw) = [ [ gty @y dedy.  (19)
B AR

Andererseits haben wir mit Hilfe des Maftransports und der Definition 1.5.5,
dass

[ @) Pldw) = [ hty) Prtdy) = [ [ o)ty aly) da fr(o) dy
B A AR
Z//g(x,y)fx,y(x,y) d dy .
AR

Der letzte Ausdruck und die rechte Seite von (1.9) sind identisch. O

Bemerkung 1.5.8 Den wichtigen Spezialfall der Formel (1.7) fir B = oy
liefert Satz 1.5.7 mit g(X,Y) = X:

E(X|Y =) = [ ofxy(ely)de
Insbesondere gilt fur g(z,y) = I(z € A), A € Bg, dass

P(X € AlY = y) = /fx‘y(x]y) dr Py fs.
A

Dies ist ein explizites Beispiel fiir die Konstruktion des reguldren bedingten
Wahrscheinlichkeitsmafles, dessen Existenz im letzten Abschnitt behauptet
wurde.
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Schliesslich sei ein explizites Beispiel der Berechnung von reguldren Wahr-
scheinlichkeiten zu diskutieren:

Beispiel 1.5.9 (Verteilungen von Zufallsvektoren mit sphirischen
Konturen) Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), sei R > 0 eine
f.s. positive Zufallsvariable, und sei 7 = (n1,...,1m,) ~ U(S"1), n > 2,
ein stochastisch unabhéngiger zufélliger Einheitsvektor gleichverteilt auf der
Einheitsshpire S"~!. Man sagt, dass die Verteilung des n-dimensionalen
Zufallsvektors X = (X1,...,X,)" := Rn sphdrische Konturen besitzt.
Falls z.B. R? ~ x2 eine % Verteilung mit n Freiheitsgraden hat, so ist
X ~ N(0, I,) n—variat GauBlsch verteilt. Fiithren wir folgende Bezeichnungen
ein: Ry =: Z?Zl XJZ, Ry 1 = > k41 XJZ, k=1,...,n, so dass

R? = R,. Laut [5, Lemma 2], [6], [18, Lemma 2.5] gibt es folgende markante
Verteilungseigenschaft:

d
(Rg, Ry—) = R*(Bg,1 — By),

wobei By ~ Beta(k/2, (n — k)/2) eine Beta—verteilte Zufallsvariable ist, die
stochastisch unabhéngig von R ist. Wir wollen nun den Spezialfall dieser Re-
lation beweisen, und zwar fiir n = 2 und stochastisch unabhéngige Zufallsva-
riablen X1, X5 ~ N(0,1) werden wir zeigen, dass X7 /R? bedingt durch R?
eine Beta(1/2,1/2)-Verteilung hat. Etwas formeller soll folgende Gleichheit
der bedingten Dichte

fX%/RQ\RZ(x’y) = [, (2), z€(0,1), y>0 (1.10)

gezeigt werden. Dazu soll laut Definition 1.5.5 die gemeinsame Dichte von
(X?/R? R?) mit Hilfe des Dichtetransformationssatzes (vgl. [20, Theorem
3.6.2]) aus der Dichte fix2 xz) errechnet werden. Es gilt X7 ~T(1/2,1/2)
mit Dichte 1
e (x>0
frola) = =0,

2rx

Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von X 32 bekommt man

e~ @21 (2 4 > 0)

Sei die Transformation ¢(z,y) = (;Ty, x + y), x,y > 0, mit
©(X?,X2) = (X?/R? R?) . Thre Inverse schreibt sich als

o Yx,y) = (zy,(1 — 2)y), 2,y > 0 mit Jacobi-Determinante

J:det( Y v ):y.
-y 1—=z
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Dann gilt

I
fixzyre mey (@) = fixz x) (07 @, 9)) || = ﬁ}% : %e_y/zl(y > 0)

:fBl(x>'fR2(y)7 .’EG(O,l), y >0,

wobei R? ~ Exp(1/2). Damit ist die Relation (1.10) bewiesen.

Das obige Beispiel kann auch mit der multivariaten Dirichlet—Verteilung
in Verbindung gebracht werden. Definieren wir die n—variate Dirichlet—Verteilung
mit Parametern (pg,p1,...,pn) als die absolut stetige Verteilung eines Zu-
fallsvektors Y = (Y7,...,Y,) T mit gemeinsamer Dichte

?ZOF(pJ) j=1 j=1

T no n po—1 " n
fy(xl,...,mn):@]_op]) (1—ij) Hx?jfl, Oij,ijél,
j=1

fir po,p1,-..,pn > 0. Es ist ratsam, diese Verteilung als ein multivariates
Analogon der Beta—Verteilung aufzufassen, da fiir jede Randverteilung von

Y; gilt Y; ~ Beta (pj,zl# pl>, 7 =1,...,n. Es kann gezeigt werden, dass

Y; 4 Zi| Yo 21, j=1,...,n, wobei Z; ~T'(1/2,p;), l = 0,...,n stochas-
tisch unabhéngige Zufallsvariablen sind, vgl. [6]. Im Beispiel 1.5.9 wéhlt man
n=1,7Zy=X3 721 =X% po=p1 =1/2 mit Y, = X?/R%.

1.5.3 Bedingte (Ko)Varianz

Ahnlich wie im unbedingten Fall, kdnnen hohere bzw. gemischte bedingte
Momente eingefiihrt weden. Wir tun es hier fiir bedingte Momente zweiter
Ordnung:

Definition 1.5.10 Sei B C F eine Teil-o-Algebra.

1. Seien X,Y : Q@ — R integrierbare Zufallsvariablen mit E|XY| < oc.
Ihre bedingte Kovarianz unter Bedingung B ist gleich

Cov (X,Y|B) :=E[(X — E(X|B)) (Y — E(Y|B)) |B] .

2. Sei Z : O — R eine Zufallsvariable mit EZ? < oco. Ihre bedingte
Varianz unter Bedingung B ist gleich

Var (Z|B) :=E [(Z — E(Z|B))? |B} .

Offensichtlich gilt Var (Z|B) = Cov (Z, Z|B) wie im Fall der unbedingten
(Ko)Varianzen.
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Lemma 1.5.11 Sei B C F eine Teil-o-Algebra, und seien X, Y, 7 : Q - R
Zufallsvariablen wie in Definition 1.5.10. Fiir sie gilt

Cov (X,Y) = E[Cov (X,Y|B)] + Cov [E(X|B),E(Y|B) (1.11)

bzw.

Var Z = E[Var (Z|B)] + Var [E(Z|B)] . (1.12)

Beweis Die Formel (1.12) folgt aus (1.11) fir X =Y = Z. Um nun die
Relation (1.11) zu beweisen, verwenden wir die nahrhafte Null, indem wir
E(X|B),E(Y|B) im Ausdruck fiir Cov (X,Y) aufaddieren und gleichzeitig
abziehen, sowie Theorem 1.4.6 1g:

Cov (X,Y)= E(X —EX)(Y —EY)
=EE[(X —E(X|B)+E(X|B) —EX) (Y —E(Y|B) + E(Y|B) — EY) |B]
=EE([(X - E(X|B)) (Y —E(Y|B)) |B]+EE [(X — E(X|B)) (E(Y|B) — EY) |B]
+EE[(E(X|B) — EX) (Y —E(Y|B)) |B|+EE [(E(X|B) — EX) (E(Y|B) — EY) | 5]
=E[Cov (X,Y|B)] + E (E(X|B) — E(X|B)) (E(Y|B) —EY)
+E(E(X|B) - EX)(E(Y|B) —E(Y|B)) + Cov [E(X|B),E(Y|B)]
=E[Cov (X,Y|B)] 4+ Cov [E(X|B),E(Y|B)] .
In den letzten drei Zeilen wurde vor allem Theorem 1.4.6 1h benutzt, weil

E(X|B) und E(Y|B) B-messbare Zufallsvariablen sind. Demnach entfallen
zwei Terme dort, die Null sind. ]



Kapitel 2

Analytische Hilfsmittel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Um Gesetze der grolen Zahlen und weitere Grenzwertsatze der Wahrschein-
lichkeitsrechnung beweisen zu kénnen, brauchen wir einige analytische Werk-
zeuge aus der Analysis. Sie werden in diesem Kapitel eingefiihrt und aus-
fiihrlich behandelt.

2.1 Komplexwertige Zufallsvariablen

Um die charakteristischen Funktionen einfithren zu kénnen, brauchen wir
den Begriff der komplexwertigen Zufallsvariablen. Sei C die Menge aller
komplexen Zahlen und G die minimale o—Algebra, die alle Teilmengen
{zeC:iz=x+41iy, a1 <z <by,as <y < by},

a1,b1,a2,bs € R, a1 < by, ag < by beinhaltet. Sei Bl(O) = {Z eC: ’Z‘ < 1}
der komplexe Einheitskreis.

Definition 2.1.1 Ein Zufallselement
X:(Q,F,P)— (CG)

heilt komplexwertige Zufallsvariable.
Offensichtlich kann eine komplexwertige Zufallsvariable X als

X(w) = Xi(w) +iXo(w), we

dargestellt werden, wobei X;(w) = Re (X (w)), X2(w) = Im (X (w)) zwei re-
ellwertige Zufallvariablen sind. Durch diese Darstellung werden viele wichti-
ge Begriffe, die fir reellwertige Zufallsvariablen eingefiihrt wurden, direkt auf
komplexwertige Zufallsvariablen ibertragbar. Zum Beispiel wird der Erwar-
tungswert einer komplexwertigen Zufallsvariablen X als EX = EXq +iEX>s
eingefiihrt. Dabei gilt

1X| = /| X1]2 + | X2/2 und E|X|2 = E|X;|2 + E|Xo2.

29
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Weiterhin sind komplexwertige Zufallsvariablen X = X7 + X5 und

Y =Y 4 iYs stochastisch unabhdngig, falls die c—Algebren, die von den Zu-
fallsvektoren (X7, X9) und (Y1, Y2) erzeugt werden, stochastisch unabhéngig
sind. Die komplez Konjugierte von X = X1+iX5 fithrt man als X = X;—iXo
ein.

Ubungsaufgabe 2.1.2 Zeigen Sie, dass
1. fiir eine komplexwertige Zufallsvariable X auch |[EX| < E|X]| gilt.

2. fiir unabhéngige komplexwertige Zufallsvariablen X und Y die Aussage
des Satzes 1.3.3 gilt: E(XY) =EX -EY .

2.2 Charakteristische Funktionen

Definition 2.2.1

1. Sei X : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable. Die charakteristische
Funktion px : R — C von X wird durch

px(t) = EeitX:/eimdFX(x), teR
R

eingefiihrt.

2. Sei X : Q0 — R” ein reellwertiger Zufallsvektor. Die charakteristische
Funktion ox von X wird als ¢px : R" — C durch

ox(t) = Eei{tX) = / i) dFx(z), teR"

n

eingefiihrt. Hierbei ist (-,-) das euklidische Skalarprodukt in R".

Wir werden im Folgenden die Eigenschaften von charakteristischen Funk-
tionen fiir Zufallsvariablen formulieren, obwohl sehr viele von ihnen auch
leicht auf charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren iibertragen wer-
den konnen.

Satz 2.2.2 Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit charakteristi-
scher Funktion ¢x.

1. Es gilt
lpx ()] < px(0) =1, t eR,
also px : R — B1(0) C C.

2. px(—t) =px(t) fir alle t € R.
3. axib(t) =™ - px(at) fiir alle a,b ERund t € R.

4. px ist gleichméaBig stetig auf R.
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5. Falls Xy,..., X, stochastisch unabhéngige reellwertige Zufallsvaria-
blen auf (2, F, P) mit charakteristischen Funktionen ¢y, sind und
Sp =371 X}, dann gilt

vs, (t) = ﬁ ox,(t), teR.

Beweis

1. Bs gilt e* € 0B1(0) = {z € C : |z| = 1} fs. fiir komplexwertige
Zufallsvariablen. Daher folgt nach Ubungsaufgabe 2.1.2

lox (t)|= [Ee"¥ < Ele"¥ = E(1) = 1.

Somit existiert der Erwartungswert in der Definition 2.1.1 immer, und
die charakteristische Funktion einer beliebigen Zufallsvariablen exis-
tiert fiir alle ¢ € R. Die Eigenschaft ¢x(0) = 1 ist offensichtlich.

2. Wir schreiben mit Hilfe der Polardarstellung komplexer Zahlen:
ox(—t) = Be X = E(cos(—tX) + isin(—tX))
= E(cos(tX) —isin(tX)) = Ecos(tX) — iE(sin(tX))
= (Ecos(tX) + isin(tX)) = EetX
=px(t), teR.

3. Fiir alle t € R und a,b € R haben wir

o it(aX+b) _  _ith iatX
Yax+b(t) = Ee = " E (e >
=const
= ™. px(at).

4. Zeigen wir, dass: |px(t+ h) — @x(t)] = 0 unabhéngig von t € R ist.
—
In der Tat gilt

|QOX(t+ h) _ SOX(t)| _ |Eei(t+h)X _ EeitX| _ ’E (eitX (eihX o 1))’
< E( eitX‘.eihX_1‘>_EeihX_1 .0
—_— h—0

=1

nach dem Satz 1.2.7 iiber die majorisierte Konvergenz, weil

ehX 1‘ <

eihX‘+1:2fiiralleh€R.
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5. Es gilt

fiir alle t € R, weil aus der Unabhéngigkeit von X1, ..., X,, die Unab-
hingigkeit von e®X1, ... e#Xn folgt (vgl. Ubungsaufgabe 2.1.2).

O
Beispiel 2.2.3
1. Zeigen wir, dass fiir X ~ Bernoulli(p)
px(t)=pe’ +(1-p), teR
gilt. In der Tat,
ex(t) = B =" P(X=1)+¢""P(X =0)
= e p+1-(1-p) =pe"+1—p
2. Sei P ~ Poisson(\), mit A > 0. Zeigen wir, dass
px(t) = AN e R,
Es gilt:

Ox (t) — ti Z eztk P Z eztk —)\A

k

A 6/\6“ _ e/\(eit—l) )

3. Sei X ~ N(u,0?). Zeigen wir, dass

) 2,2
px(t) = eith—"5~ , teR.

Es gilt X = p+ oY, wobei Y = % ~ N(0,1). Wegen der Eigen-
schaft 3) des Satzes 2.2.2 gilt ¢x(t) = €™ - py (ot). Somit geniigt es,
2

ey (t) fiir Y ~ N(0,1) zu berechnen. Zeigen wir, dass ¢y (t) = e~ T
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. 5242
ist und somit ¢ (t) = e’ . e~ 72 gilt.

t = EM=——[¢ e 2 dx
C)OY() \/% -
1 X, (itz)F a2
= — dz
2T /szo k!
> @)k 1 2
= > (Zk? / e T dr
0 2w JR
=EY*
e S Ui I N
& (2K 2Rk = (2n)!
(%) 2\"
_t2 2
= Z ( 2 ) =e 2, telR,
~ nl
wobei
N 0, k ungerade
EY" = Kk gerade
22 (ky

Ubungsaufgabe 2.2.4

—

2n)!
" onp|

33

(2.1)

1. Zeigen Sie, dass alle Ubergiinge (Vertauschung von 3" und [) im letzten

Beispiel korrekt sind.
2. Zeigen Sie, dass die Relation (2.1) gilt.

Satz 2.2.5 (Weitere Eigenschaften von charakteristischen Funktionen)
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F’x und charakteristischer

Funktion ¢x. Dann gilt Folgendes:

1. @x ist genau dann reellwertig, wenn die Verteilung von X symmetrisch

ist.

2. Falls E|X|"< oo fiir ein n € N, dann existiert die r—te Ableitung ¢

von @x fiir alle r < n, und es gilt

P(0) = [ (i) e dF (), teR,
R

()
EXT = SOXT(O) )
1
" (it)" it)"
<pX(t):Z( ') EXT+( ? en(t),
—0 Tl n.

0

(2.2)

(2.3)

(2.4)

wobei |e,(t)|< 3E|X|™ und &,(t) — 0 fur ¢ — 0. Der Ausdruck (2.4)

ist die Taylor-Entwicklung von ¢x um 0.
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3. Falls p(>?)(0) existiert und endlich ist, dann gilt

EX?" < 0.

4. Falls E|X|"< oo fiir alle n € N und

YE|X|" 1
lim sup X1 = <o, R>0,
n—00 n e-R
dann gilt
0=3gxn 4<r
Px(t) = ~ ol ) .

5. Falls |px(to)|=1 fiir ein ¢y # 0, dann ist der Triager C' der Verteilung
von X (der Wertebereich von X)

C:{a—i—nh:nEZ,h:iﬁ}
0

fir ein a € R.

6. Falls |px(t)|= |px(at)|= 1 fiir zwei Punkte ¢t und at, « € R\Q, t # 0,
dann gilt X = const f.s.

7. Falls |px(t)|=1, teR, dann gilt X = const f.s.
Beweis
1. Die Verteilung von X ist symmetrisch, falls X LS , also
Px(B)=Px(—B), BE€ B,
wobei —B = {—z: x € B}.

"«<" Falls Py symmetrisch ist, dann gilt [ sin(tx)dFx(z) = 0, weil
sin(tx) eine beschrénkte ungerade Funktion von = € R ist. Somit
gilt

ox(t) =Ecos(tX) +iE(sin(tX)) = Ecos(tX) e R, teR,
—_——
=0
und @x ist reellwertig.
"=" Falls px(t) € R,t € R, dann folgt aus dem Satz 2.2.2, 2, dass
p-x(t) = ox(—t) = ox(t) = px(t), t € R.

In der Folgerung 2.2.8 wird bewiesen, dass somit Px = P_x folgt,
d.h.

P(XeB)=P(-XeB)=P(Xe€—-B), Be By,

was die Symmetrie der Verteilung von X bedeutet.
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2. Falls E|X|" < oo, dann folgt aus der Ungleichung von Ljapunow (vgl.
[20, Folgerung 4.4.6] ) E|X|" < o0, 7 <mn.
Beweisen wir die Giiltigkeit der Darstellung (2.2) induktiv. Aus dem
Beweis des Satzes 2.2.2, 4) folgt

ox(t+h) —ex(t)

i E . eihX -1
AN h - h{% € h ’

lim

Da
-1
<l|z|], zeR, h—0

und E|X| < oo, die majorisierte Konvergenz von Lebesgue (vgl. Satz
1.2.7) ergibt, dass der Grenzwert

ihX ihX
. ax (€77 —1 _ itX 1 e —1 _ itX
p (e () = (e () ) = xe)
:i/xeitxdFX(az).
R

existiert. Somit existiert auch die Ableitung

'y (t) = iE (XeitX) = z/ e dFy (z) .
R

(Basis der Induktion).

Ubungsaufgabe 2.2.6 Fiihren Sie die Induktion zu Ende und zeigen
Sie die Giiltigkeit von (2.2) fiir alle r < n.

Die Formel (2.3) folgt direkt aus (2.2) mit ¢t = 0, da
(1) =i B (X7

Um die Taylor-Entwicklung (2.4) zu beweisen, benutzen wir die Taylor-
Entwicklung fiir e®:

. n—1 /. \k . \n
e =cosy+isiny = Z (ZZ') 4 (Zy')
k=0 n:

mit y,01,02 € R, |01 <1, |02 < 1. Somit gilt fiir y =X

(cos(©1y) + isin(O2y)),

4 n—1 /. k . n
QX Z (lt]‘;() + (th) (cos(©1tX) + isin(©2t X)),
k=0 ’ '

wobei ©1 und ©9 hier Zufallsvariablen sind. Somit

(it)"

n!

n—1 /.,\k
px(t) =B () =3 (Z]i,) EX* +
k=0 ’

(EX™ +e,(t)),
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wobei
en(t) = E[X" (cos(©1tX) + isin(©2tX) — 1)] .

Daraus folgt, dass |e,,(t)| < 3E|X|™. Der Satz von Lebesgue iiber die
majorisierte Konvergenz ergibt ¢, (t) — 0, falls t — 0.

3. Ohne Beweis (vgl. Beweis in [19], S. 280-281).
4. Ebenfalls ohne Beweis (vgl. Beweis in [19], S. 280-281).

5. Falls |px(to)] = 1, to # 0, dann existiert ein @ € R mit der Eigen-
schaft oy (tg) = e0% . Daraus folgt

et — ox(tg) = / eitoT dFx(z),
R

R>1= /R ¢i10(e=0) Gy () = /R cos(to(x — a)) dFx (z),

oder anders geschrieben
/(1 —cos(to(x — a))) dFx(x) = E(1 — cos(to(X —a))) =0,
R
=Y

wobei Y > 0 f.s. Aus der Eigenschaft 8) des Satzes 1.2.3 folgt Y =0
f.s. und somit cos(to(X —a)) =1 f.s., was darauf hindeutet, dass

2
to(X —a) = 2mn, nEZ:>X:a+nt—7r, n € Z
0
f.s. und 5) ist bewiesen fir h = %

6. Falls |px(t)| = |ex(at)] = 1, dann folgt aus 5), dass
27 27 ..
X:a+7n:b+ —tm, n,m € 7Z f.s. fur a,b € R
a

Falls X # const, dann existieren unterschiedliche ny, na, mi,ms € Z :
ny # ng, my # mo und

2w 21w 2w 21w
a+—mni1=b+—mq, a+—no=b+—ms
t at t at

(D.h. es gibt mindestens zwei gleiche Werte in den Mengen {a +
Zn, n € Z} und {b+ 2Zm, m € Z}); folglich,

at

2 2
7(711 —ng) = E(ml —ma),

woraufhin « € Q ist, was den Bedingungen des Satzes widerspricht.
Daher ist X = const f.s.
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7. Folgt aus 6), da |px(t)|= 1 fur alle t € R impliziert, dass t, at € R
existieren, mit a ¢ Q, so dass |px (t)|= |ex(at)|= 1.

O]

Satz 2.2.7 (Umkehrformel):
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F’x und charakteristischer

Funktion ¢y .
1. Fiir beliebige Punkte a,b € R: a < b und Fx stetig in a, b gilt

1 T efzta_ —ith
Fx(b) — Fx(a) = lim 7/ C ok,

2. Falls [p |px(t)]dt < oo, dann ist X absolut stetig verteilt mit Dichte

1

— / e Moy (t)dt .

fx(z) = 21 Jr

Um die Hauptidee des Beweises und die intuitive Bedeutung der Umkehrfor-
mel heuristisch zu vermitteln, betrachten wir zunéchst den Fall einer absolut
stetig verteilten Zufallsvariablen X mit Dichte fx. Dann gilt

Fx() - Fx(a) = /bfx<x>dx

— —ztz
nach 2) 27T / / dt d

o L —itx
S.v. Fubini 27 /R(PX(t)/a ¢ drd

1 efita _ efitb
= — t)———— dt,
o /R ©x(t) n

somit gilt die Umkehrformel in 1).

Beweis

1. Far alle a,b,c € R, a < b, ¢ > 0 gelten mit dem Satz von Fubini und
ox(t) = [p €™ dFx(z) die folgenden Relationen

1 c e—ita . e—ztb

— ——px(t)dt
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weil

¢ pit(z—a) c _ c _
/ Y = / cos(t(?t a))dt n sin(t(z — a)) dt
—c it —c it e t

=0, da Funktion ungerade ist

_ [csin(t(z —a))
= /0 — 5 dt +

e —t

Substituiere y=—t

e W el

0 t —c —t

Substituiere y=—t

zg/ocw_i(/:_/oc)wdt
=0

_, [¢sin(t(z —a))
_244——7———ﬁ.

c e’it(a)—b)
dt.
[

Aus der Analysis weifl man, dass

Dasselbe gilt fiir

o
T AL O (2.5)
c—+o0 J T 2

somit ist

gz,a(c) = i/()cswdt

beschrénkt fiir alle z,a € R (als Funktion g, , : [0,00) — R). Es folgt
aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz (vgl.
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Satz 1.2.7), dass

c ef’Lta o efztb
lim / Cf ox(tdt = lim [ (gra(e) — guoa(0)) dFx ()

—c 1t c—oo Jr

= lim (gz,a(c) = gep(c)) dFx ()

R ¢

o L ;ngn (x — a) — sgn (x — b)) dFx (x)

1
))dF 0—(-1))dF
=5 L CmdEs@ g [0 (D)) +
=0 =0, da Fx stetig in a und b ist

1
2/ (1= (~1) dFx (@) + /{b}(l—o)dFX(a:) +

=0, da Fx stetig in a und b ist

+oo
2/ (1-1)dFx(z / dFx (z

=0
= Fx(b) — Fx(a).

2. Sei [ [ox(t)|dt < oo. Definieren wir f(z) = &= [z e ®px(t)dt. Es
folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz (vgl.
Satz 1.2.7), dass f(z) eine stetige Funktion und somit integrierbar auf
[a, b] ist. Es gilt

[ o / L[ s aras

_ —itx
Fugini 27‘(’ / (PX / dr di

—ita __ ,—itb
lim — ng( )i dt
—C

c—00 27 it

:) FX(b)—Fx(a)

fiir alle a < b, die Stetigkeitspunkte von F'y sind. Daraus folgt
b
Fx(b) :/ fly)dy VbeR = fx(x)= f(x) fir fast alle x € R,

da Fx eine Dichte fx besitzt.
O

Folgerung 2.2.8 (Findeutigkeitssatz)
Die charakteristische Funktion ¢x einer Zufallsvariablen X bestimmt ihre
Verteilung Px eindeutig.
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Beweis Zu zeigen ist: Falls X und Y zwei Zufallsvariablen mit charakteri-
sitschen Funktionen ¢x und ¢y sind, so dass px = ¢y, dann gilt Px = Py.
Falls ox = @y, dann folgt aus dem Satz 2.2.7 Fx (b)—Fx (a) = Fy (b)—Fy (a)
fiir alle Stetigkeitspunkte a,b von F'x und Fy.

Da jede Verteilungsfunktion hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen haben
kann (vgl. [20, Bemerkung 3.2.6]), existiert eine Folge {a,} C R : a,, — —o0,
wobei a,, die Stetigkeitspunkte von F'x und Fy sind. Somit gilt

Fx(b) = Fx(b) — lim Fx(an) = Fy(b) — lim Fy(an) = Fy(b),
| —
=0 =0
fur alle Stetigkeitspunkte b € R von Fx und Fy. Somit gilt auch Fx = Fy,
weil sie rechtsseitig stetig sind. Aus [20, Satz 3.2.8] ergibt sich die Gleichung
Px = Py. O

Wir geben jetzt (ohne Beweis) folgende wichtige Charakterisierungsaussagen
iiber die charakteristische Funktion an:

Satz 2.2.9

1. Satz von Bochner—Kchintschin:
Sei ¢ : R — C eine stetige Funktion mit ¢(0) = 1. Sie ist eine charak-
teristische Funktion einer Verteilung Px genau dann, wenn sie positiv
semidefinit ist, d.h. fiir alle n € N, ¢1,...,t, € Rund z1,...,2, € C,
gilt

n

Z o(ti —t5)ziz; > 0.
ij=1

2. Satz von Pdélya:
Sei ¢ : R — R eine stetige gerade Funktion mit

p(0) =1, lim o(t) =0,

t—o00

die konvex auf Ry = [0,00) ist. Dann ist ¢ eine charakteristische
Funktion einer Verteilung.

3. Satz von Marcinkiewicz:
Falls eine charakteristische Funktion ¢x die Form ¢x (t) = eF’® hat,
wobei P(t) ein Polynom des Grades n ist, dann gilt n < 2.

Ubungsaufgabe 2.2.10 Beweisen Sie die Notwendigkeit der positiven Se-
midefinitheit im Satz von Bochner—Kchintchin.

Bemerkung 2.2.11 Der Satz von Pélya gibt eine bequeme Methode zur
Konstruktion von charakteristischen Funktionen an. So sind z.B.

plt) = el (2.6)
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und

L—t, [t<1
t) = 2.7
(1) {0’ e 1 (27)

giltige charakteristische Funktionen (vgl. Abb. 2.1).

o(t) o(t)

Abbildung 2.1: Grafik der charakteristischen Funktionen (2.6) (links) und
(2.7) (rechts)

Andererseits ist nach dem Satz von Marcinkiewicz sofort klar, dass z.B.
o(t) = et oder p(t) = e~!" keine charakteristischen Funktionen sind.

Ubungsaufgabe 2.2.12

1. Zeigen Sie mit Hilfe der charakteristischen Funktionen die Faltungs-
stabilitdt der Normal- und Poissonverteilung.

2. Sind die Funktionen

1 1

@1(t) = 142, po(t) = 157 @3(t) = sint, @4(t) = cost, p5(t) = 112

charakteristische Funktionen? Falls ja, welche Verteilungen stehen da-
hinter?

2.3 Erzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Zufallsvariablen X mit Wertebereich
Ny = NU {0}, d.h. P(X € Ny) = 1. Die charakteristische Funktion einer
solchen Zufallsvariable X mit Z&hldichte {pg}tren,, P = P(X = k), k € Ny
sieht folgendermaflen aus:

px(t) =B = 3" epp =) (eit)kpk =Y Zpi,

keNg keNg keNp
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wobei z = e € B;1(0). Daraus folgt, dass die Verteilung von X eindeutig
durch das Verhalten der Funktion gx(2) = Y jen, 7Pk, z € C, [2|< 1 auf
dem Kreis {z € C: |z|= 1} definiert ist. Die Funktion gx hat einen Namen:
die erzeugende Funktion von X.

Definition 2.3.1 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Wertebereich
in Ny. Dann heif3t

gx(2) =Ez%, |2I[<1,zeC

erzeugende Funktion von X.

Alle Eigenschaften der charakteristischen Funktion iibertragen sich auf er-
zeugende Funktionen durch die offensichtliche Substitution der Variablen
z=ce: px(t) = gx(e®), t €R.

Satz 2.3.2 (Figenschaften von erzeugenden Funktionen)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Wertebereich Ny und Zahldichte
{pr}, - Fiir die erzeugende Funktion gy (z) = 352, pi2”, [2|< 1 gelten
folgende Eigenschaften:

1. gx(z) ist analytisch in {z € C: |z| < 1}.

2. Die Verteilung von X ist eindeutig durch gx bestimmt:

keZs.

3. (faktorielle Momente)

d*gx ()

. — ) =BEX(X -1 ... (X—k+1),keZ,.

z=1

4. Falls X und Y zwei unabhingige Zufallsvariablen mit dem Wertebe-
reich Z und erzeugenden Funktion gx, gy sind, dann gilt

gx+v(2) = gx(2) - gv(2), [|2[< 1.

Ubungsaufgabe 2.3.3 Beweisen Sie diesen Satz!
Folgerung 2.3.4 Fiir Zufallsvariablen X wie im Satz 2.3.2 gilt

EX = gk(1), Var X = g% (1) + gk (1) — (¢ (1))* .

Beispiel 2.3.5
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1. Binomialverteilung: Sei X ~ Bin(n,p) . Zeigen wir, dass
9x(2) = (pz+ 1 —p)™ ist. In der Tat gilt fir z € C

gx(Z) — EZX _ i <n>pk(1 _p)nszk _ i <n> (zp)k(l _p)nfk
k=0 k k=0 k
=pz+1-p)",

g% (z) =n(n—1)(pz+1—p)" 2

p?.

Dann haben wir nach Satz 2.3.2, 3)

EX

(1) = (n(pz+1-p)" - p) N

=g
Var X = g% (1) +np — (np)? = n(n — 1)p* +np — (np)® = np(1 - p).

2. Poissonverteilung: Sei X ~ Poisson(\), A > 0. Zeigen wir, dass

gx(2) = e 2177
fiir z € C. Wahrlich, man schreibt
X M A (AR _ .
gX(z):EzX:Ze /\Ezk:e )‘Z ( k') =e et
k=0 ’ k=0 ’
A1-2)

:ei 5

gk (z) = NeM172)

Somit ergibt sich wieder mit Satz 2.3.2, 3) fiir den Erwartungswert

und die Varianz
EX = gi(1) = (Ae179) =N

Var X = g% (1) + A= A2 = X2+ A - A2 = ).

Bemerkung 2.3.6
1. Oft wird gx auf [—1, 1] definiert.

2. Die Definition von gx als Ez¥X kann auch auf Zufallsvariablen
X : 2 — Z ausgeweitet werden. Dabei muss auch der Fall z = 0 aus
dem Definitionsbereich ausgeschlossen werden (vgl. Abbildung 2.3.6.2),
also:

{zeC:0<zI<1},0>0.

3. Weitere Funktionen, die mit ¢px und gx verwandt sind:
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A

Abbildung 2.2: Definitionsbereich einer erzeugenden Funktion einer Zufalls-
variablen X mit Wertebereich (a) N oder (b) Z

(a) Momenterzeugende Funktion:
Mx (t) = E(e!Y), die fiir t € R definiert ist, fiir die dieser Aus-
druck endlich ist. Zum Beispiel ist Mx(¢) von X > 0 wohl defi-
niert zumindest fir alle ¢ < 0.

(b) Kumulantenerzeugende Funktion:
Cx(t) =log Mx(t), t € R.

(c) Laplace-Transformierte:
Ix(s) = E(e*X), s € C: Res > 0 fiir fast sicher nicht negative
Zufallsvariablen.



Kapitel 3

Konvergenz von Folgen von
Zufallsvariablen

Um die Grenzwertsidtze und Naherungsformel des Kapitels 4 beweisen zu
konnen, soll definiert werden, in welchem Sinne die Konvergenz von Zufalls-
variablen zu verstehen ist. Damit wollen wir uns jetzt befassen:
Definition

Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P). Sei X eine weitere Zufallsvariable auf (2, F, P).
Man sagt, die Folge {X,,} konvergiert gegen X fiir n — oo

1. fast sicher, falls

Plwe: X,(w) — X(w)}) =1.

n—0o0
Notation: X, f—s> X.
n—o0
2. stochastisch, falls fiir alle ¢ > 0

P(X, —X|>¢) — 0.

n—o0

Notation: X, L. x.

n—o0

3. in L™, r > 1, falls

X, X1,Xo,...€ L"(Q,F,P) und E|X,, — X|" — 0.

n—o0

Notation: X, L X.

n—oo
Einen Spezialfall bildet die L?>-Konvergenz, die man auch Konvergenz
im quadratischen Mittel nennt.

45
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4. in Verteilung, falls
Fxn (:C) n:zo FX(x)

fiir jeden Stetigkeitspunkt = von Fx, wobei Fx, und Fx die Vertei-
lungsfunktionen von X, und X sind.

Notation: X, $ X.
n—oo

5. schwach, falls
Eh(Xy,) = Eh(X)

fiir jede stetige beschriankte Funktion h : R — R.

Notation: X, — X.
n—oo

In den folgenden Sétzen werden wir zeigen kénnen, dass die soeben einge-
fiihrten Konvergenzarten wie folgt miteinander verbunden sind:

7N SN [y SN [ PSS (3.1)

P
—

,H X=const
f.s

3.1 Fast sichere und stochastische Konvergenz

Satz 3.1.1 (Aquivalente Formulierung der fast sicheren Konvergenz)
. f.s. P

Es gilt X, nﬁo X genau dann, wenn supys,, | Xp — X| =20

Beweis

=" Fir jedes € > 0 sei

Agzlimsup{|Xn—X|>z—:}:ﬂ U{|Xk—X|>5}, (3.2)
n— oo

n k>n

d.h. fiir alle n € N existiert ein k > n: | X} —X| > e. Falls X, n%o X,

dann folgt daraus P(A;) = 0, e > 0. Wegen der Stetigkeit von
Wahrscheinlichkeitsmaflen gilt auflerdem, dass

n—00
k>n

= lim P(sup |X; — X| > ¢),

n—00 E>n

0=P(A.) = lim P (U{]Xk—X\ >g}>

somit

sup | X — X| 0.
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7<=" Falls supys, [Xr — X| 0, dann gilt P(A.;) = 0 (siehe die Glei-
chungskette in (3.3)). Hieraus folgt X, n%o X, weil

P({wEQ:Xn(w) 4 X(w)}) :P(U A:ﬂ) <Y P(A1) =0;
1

m= m=1

Dabei gilt die erste Gleichung, weil fir w € {w € Q : X, (w) n#%

—00

X(w)} ein m € N existiert, sodass es fiir jedes n € N ein k > n gibt
mit | Xj(w) — X(w)| > L.

O]

Folgerung 3.1.2

1. Aus X,, =% X folgt X, > X.
n—oo n—oo

2. Falls Y°°, P(|X, — X| >¢) < oo, &3>0, dann gilt X, n%; X.
Beweis

1. Aus X, n%o X folgt supg>,, |[Xp — X| n%() 0 und somit auch |X,, —

X]| 50, also X, 25 X.
n—oo

n—oo

2. Sei A, = {|X,,— X| >¢}.Da > >2, P(A,) < oo, ergibt sich nach dem
Lemma von Borel-Cantelli (vgl. [20, Lemma 2.2.16])

0= P(limsup A,) = P(A;), >0,

n—oo

wobei das Ereignis A in (3.2) eingefithrt wurde. Der Rest des Beweises
verlauft genauso wie im 2.Teil des Beweises von Satz 3.1.1.

O
Bemerkung 3.1.3
1. Es gilt X, n%O X genau dann, wenn
P(|X, — X|>¢) n:;OO Ve > 0. (3.4)

Nach der Folgerung 3.1.2, 2) ist eine schnelle Konvergenz in (3.4) (z.B.
P(Xo— X| > ) ~_ s 6> 0, da 552, P(1Xn — X[> £ < o))

hinreichend fur X, f—s> X.
n—oo
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2. Aus X, P x folgt nicht X, s x , wie dieses Beispiel zeigt:
n—oo n—oo
Sei X = 0 und {X,, }nen, X, ~ Bernoulli(p,) eine Folge von unab-

hangigen Zufallsvariablen, wobei p, —2 0 und > 02 pp, = oo (z.B.
n—oo

Dp = %, n € N). Dann gilt

P(|X,—0|>¢e)=P(|X,|>e)=P(X,=1)=p, = 0,
also X, % 0. Dennoch kann X,, nicht gegen 0 fast sicher konvergie-
n—oo

ren, denn aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. [20, Lemma 2.2.16])
folgt P(limsup,,_,.{X, =1}) =1, weil >32, pr = 0.

Satz 3.1.4 X, — X genau dann, wenn fiir alle Teilfolgen {X,,, } von {X,}
Teilfolgen {an.j} C {X,,} existieren, sodass X, NS¢

J j—00

Beweis

"= Falls X, = X, dann gilt X,,, — X auch fiir jede Teilfolge {X,,,} C {X,}.
n—oo 1—00
Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir {X,,} = {X,}. Wir

miissen zeigen, dass eine Teilfolge { X, } von { X, } existiert mit X, LN ¢
Da P(|X,, — X| > 9) —2.0 fiir alle 0 > 0, konnen wir fiir jedes n € N
n—oo

und ¢ = 27" Zahlen n; so wihlen, dass P(|X,; — X|>27") <27".
Dann gilt fiir alle € > 0, dass

Y P(Xn, — X|>e) <> P(|1Xn, — X|>e)+ ) P(|Xn, — X|>27")

n; n;: 27" >e n;:27 " <e

<Y P(Xn, = X[>e)+ ) 27" <c0.

n;:27 " >e n=1

Folgerung 3.1.2, 2) ergibt X, NS
P

7«<" Nehmen wir an, dass X, nﬁo X. Dann existieren € > 0, 6 > 0 und

eine Teilfolge { X, } von { X, } mit P(|X,, —X| > ¢) > ¢ fir allei € N.

Nach der Folgerung 3.1.2, 1) kann somit keine Teilfolge

{ij} C {X,,} existieren, fiir die X, I8y x gilt.

O

Bemerkung 3.1.5 Die Stochastische Konvergenz ist metrisierbar mit Me-
trik

Xy

d(z,y) = E (1+|X—Y| (3.5)
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Fiir diese Metrik gilt

X, 5 X «— d(X,,X) >0 fiir n — .

n—oo

Somit wird der topologische Raum der Zufallsvariablen mit Topologie der
stochastischen Konvergenz zu einem metrischen Raum, in dem

d(X,Y)=0 <= X =Y f.s. Dieser Raum ist insbesondere vollstindig, d.h.,
jede Cauchy-Folge der Zufallsvariablen {X,,} hat eine Zufallsvariable X als
Grenzwert:

X, 5 X = Ve,6>0,IN:Yn,m > N P(|X, — Xpn| >¢) < 6.

n—oo

Ubungsaufgabe 3.1.6 Sei d definiert wie (3.5). Zeige, dass d eine Metrik
ist und fiir eine Folge von Zufallsvariablen {X,} und eine Zufallsvariable X
gilt

X, 5 X = Ve,6>0,IN:Yn,m > N P(|X, — Xpn| >¢) < 6.

n—oo

3.2 L"-Konvergenz
Satz 3.2.1 (L"-Konvergenz und stochastische Konvergenz)

1. Sei X, e L",neN, X e L",r>1und X, % X . Dann gilt auch
n—od
XniX, fir alle s < r.
2.9 X, € I",n € N X € I" und X, 2 X,r > 1. Dann gilt
P
X, — X.
Beweis

1. Sei X, SN X, also E| X,,—X]|" —2 0. Aus der Ljapunow—Ungleichung
n—oo
(vgl. [20, Folgerung 4.6.6]) ergibt sich

0 <E|X, - X|° < (E|X, — X|")* — 0,

n—oo
o L*
somit gilt X, 2 X.
n oo

2. Aus der Markow—Ungleichung (vgl. [20, Satz 4.6.1]) folgt fiir allee > 0,
dass

CEXa—XI

P(| X, — X|>¢) = P(|Xp, — X|" > ¢") — 0,

er n—00

somit gilt X, % X.
n [e.e]
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O]

Bemerkung 3.2.2 Der Satz 3.2.1, 2) behauptet, dass aus der L"-Konvergenz
die stochastische Konvergenz folgt. Zeigen wir, dass es keine “genau dann”—
Aussage sein kann:

1. Falls E|X,, — X|" = 400,n € N, jedoch X, % X, so gilt
n (o ¢]
LT
Xn nﬁo X . Zum Beispiel wahle X,, = 27"Y mit Y ~ Cauchy(0,1),r =1

und X = 0.
2. Seien

" it Wkt.
Xn:{c’ » b n e N.

0, sonst,

- , :
Dabei sei py, ved 0, sodass c],pn nngo 0. Dann gilt

P(|X,] >5):P(Xn7£0):pnn;>o(),6>0,

und somit X, n%O 0. Dennoch gilt fiir alle > 0

E|X, — 0" = EX” = (cn)" - P(Xp = ¢n) +0- P(X, = 0) = c"py, 0

n—o0

LT
also X, —+ 0. Wihle zum Beispiel ¢, = ", p, = 1

n

3.3 Konvergenz in Verteilung
Satz 3.3.1 (Konvergenz in Verteilung und stochastisch)

Aus X, % X folgt X, % X.
n o0

n—oo

Beweis Falls X, n%o X, dann

P(| X, — X|>¢) — 0,e>0.
n—oo

Dann
Fx, () =P(X, <z
=P(X, <z |X,—-X|<e)+ P(X, <z |X,—X|>¢)
<PX<z+e)+P(X,—X|>¢)

=Fx(x+¢e)+ P(| X, — X|>¢),
fiir alle e > 0, n € N und z € R. Somit gilt

limsup Fy, () < Fx(z+¢),e >0,

n—o0
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das heifit, limsup,,_, . Fx, (z) < Fx(x),z € R, weil Fx(z) rechtsseitig ste-
tig ist.
Ahnlich wie oben kann man zeigen, dass

Fx(z—¢) < Fx,(z) + P(|Xn — X[ >¢),e >0,

woraus folgt, dass Fx(z) < liminf, , F, (z) fiir jeden Stetigkeitspunkt
x € R von Fx. Hieraus folgt, dass lim,,_, Fx, (z) = Fx(z) fiir jeden Ste-

tigkeitspunkt x von F'x, also X, 4 X fiir n — 0. ]
Bemerkung 3.3.2

1. Die Aussage des Satzes 3.3.1 ldsst sich im Allgemeinen nicht umkehren.
Dies zeigt folgendes Beispiel:
Sei X ~ N(0,1), und X,, = —X, n € N. Da die Verteilung von X

symmetrisch ist, gilt X,, = —X 4 x ,n € N und damit X, % X.
n o

Dennoch gilt nicht X, P x , weil

P(|Xn—X\>£):P(\2X|>€)=P(|X!>%):const 0.

n—o0

2. Falls jedoch X = const ist, dann gilt die Umkehrung des Satzes 3.3.1,
vgl. die folgende Aussage.

Satz 3.3.3 Falls X, Ay cfirce R, dann gilt X,, £, ..
n—oo n—oo
Beweis Falls X,, % X = ¢, dann gilt fur alle x # ¢
n—oo
1, z>c
0, z<c
Dann haben wir fir allee > 0 und n € N

P(|X,—c>¢) = PX,<c—¢e)+P(X,>c+e)
< Fx,(c—e)+(1—-Fx,(c+¢))
— Fc—e)+(1—-F.(c+¢e)=0+1-1=0,

vgl. die Abbildung 3.1 von F(z). Somit gilt X, nﬁo c. O

Satz 3.3.4 (Konvergenz in Verteilung und schwache Konvergenz)
Die Konvergenz in Verteilung und die schwache Konvergenz sind dquivalent.

Beweis Zu zeigen ist X, A X e Eh(X,) — Eh(X) fir beliebige
n—oo n—oo
beschrinkte stetige Funktionen h.
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Abbildung 3.1: Verteilungsfunktion F,

“=" Sei X, n%o X, und h eine beschrénkte stetige Funktion auf R. Dann
sei b = sup,cp |h(2)] € (0,00). Fiir jedes ¢ > 0 wéhlen wir v > 0 so,
dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und P(|X| > v) < . So
ein v existiert, weil die Verteilungsfunktion F'x hochstens abzéhlbar
viele Sprungstellen haben kann und weil lim, . P(|X| > z) = 0.
Aus Fx, (+v) e Fx(+v) folgt aulerdem P(|X,| > v) < 2 fiir
hinreichend grofle n € N. Da h beschriankt und stetig ist, lésst sich A
durch Treppenfunktionen approximieren, d.h.

k
fir e,v >0 existiert g(x) = Z a; - I(xj_1 <z < xy)
j=1

fiir a1, ...,ar € R und Stetigkeitspunkte —v = xg < ... < xp = v von
F'x, sodass
sup |h(z) —g(z)| <e. (3.6)
z€[—v, V]

Wegen h(z) = h(x) - I(|lz| <v)+h(z) - I(|lz| >v), x€[-v v]gilt

[ER(Xy) — ER(X)| < |E[R(X,) - I(|Xa] < v)] = E[M(X) - I(|X| < v)]|
=:I
+E[MX)| - I(| Xn| > )] +E[RX)] - I(|X|>v)] =L+ 1+ I5.

=:1s —=:I3
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Es gilt
I, < b-P(’Xn’>I/)Sb-%:2E,
I < b-P(|X]>V)§b-%:€,
I < [E[(Xy) - I(|Xn| < V)] - Eg(Xy)] + [Eg(Xn) — Eg(X)|

+|Eg(X) —E (h(X) - I(|X] <v))|
< e+ |Eg(X,) —Eg(X)|+¢

wegen (3.6). Da z; Stetigkeitspunkte von F'y sind und wegen X, % X
n—oo

n—

gilt zusatzlich

Somit gilt [Eg(X,) — Eg(X)| < € und |[ER(X,) — Eh(X)| < 6¢ fir
hinreichend grofie n. Damit haben wir gezeigt, dass

Eh(Xy,) =2 Eh(X) und somit X,, n%o X.

Sei X,, — X, also
n—oo

Eh(X,) — Eh(X) (3.7)

n—oo

fiir jede beschrinkte stetige Funktion A auf R. Zu zeigen ist, dass
Fx = Fx(x) fur jeden Stetigkeitspunkt x von Fx.

Fixieren wir so ein z € R und € > 0. Dann existiert eine beschriankte
stetige Funktion h auf R, sodass (vgl. Abb. 3.2)

n

Iy<z)<h(y) <Ily<z+e) (3.8)
und somit

Fx,(z) = EI(X, <z)<Eh(X,),
Er(X) < EN(X <z+¢)=Fx(z+e).

Daraus folgt

limsup Fx, (z) < lim Eh(X,)

n—00 n—o0 (3.7)

Eh(X) < Fx(z+¢).
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Abbildung 3.2: Grafik von h mit der Eigenschaft (3.8)

Da e beliebig ist, ergibt sich limsup,,_,., Fx, () < Fx(z). Nun, um
die Ungleichung Fx(x) < liminf, .o Fx, () zu zeigen, wéahlen wir
eine stetige beschrédnkte Funktion h auf R mit der Eigenschaft (vgl.
Abb. 3.3)

Abbildung 3.3: Grafik von h mit der Eigenschaft (3.9)

Iy<aez—e)<h(y)<I(y<z) yeR. (3.9)
Dann gilt

Fx(z—e) =EI(X <z—¢) <ER(X) = lim Eh(X,) < linrggf Fx, (x);

n—oo

Fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R von Fx bekommt man

P(e) = i F(s —<) < lipinf P, (2).
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Insgesamt gilt fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R von Fx

Fx(z) < lglnl)ngXn(w)glimsupFXn(:r)SFX(JU),

n—oo

das heiit, Fx, () — Fx(z) fir n — oo. Somit ist bewiesen, dass
X, L X.

O]

Bemerkung 3.3.5 Aus dem Beweis der Hinlénglichkeit in Satz 3.3.4 sieht
man leicht, dass die schwache Konvergenz auch folgendermaflen dquivalent
eingefithrt werden kann: X,, —— X, falls Eh(X,,) — Eh(X) fiir alle Funk-
tionen h € Cf fiir ein k € N, wobei die Klasse

CF = {h:R — R|h beschrinkt und k-mal gleichmiBig stetig diff’bar auf R} .

Satz 3.3.6 Seien {X,},en, X Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P) mit den charakteristischen Funktionen ¢x,,,

n € Nund ¢x. Es gilt X, % X genau dann, wenn
n—oo

ox,(t) —2 px(t) VEER.

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigen wir die folgenden zwei Hilfssétze:

Lemma 3.3.7 Die Folge von Verteilungsfunktionen {F}, } konvergiert schwach
gegen eine monoton nicht-fallende Funktion F, falls

F.(z) — F(z) Vze€ D,

n—oo

wobei D eine dichte Teilmenge von R ist.

Beweis Die schwache Konvergenz von F), gegen F' bedeutet per Definition,
dass Fy,(x) — F(z) fiir alle Stetigkeitspunkte x von F. Sei = so ein Punkt.
n—oo

Fir alle 2’2" € D : 2/ < < 2" gilt F,(2') < F,(z) < F,(2") und somit
lim F,(2') <liminf F,(z) < limsup F,(z) < lim F,(z").
n—o00 n—00 n—oo n—00
Sei 2’ 1 x, " | x innerhalb von D. Da x eine Stetigkeitsstelle von F ist, gilt

BT . / . . .

F(z)= 9161,% nh_}rrgo F,(2") < hnrggéf F.(z) < hgljgp F,(z)
. . m o
< lim lim F,(2") = F(z),

somit nh_)n;)lo F,(x) = F,(x). O

Lemma 3.3.8 (Helly)

Fiir jede Folge von Verteilungsfunktionen {F,,} existiert es eine Teilfolge
{F,,} C {F,}, die schwach gegen eine monoton nicht fallende rechtsseitig
stetige Funktion F' konvergiert.
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Beweis Sei D = {z,,} eine beliebige abzdhlbare dichte Teilmenge von R.
Die Zahlenfolge {F,,(z1)} ist beschrankt in R, weil 0 < F,,(z) <1, =z €R,
deshalb enthilt sie eine konvergente Teilfolge {Fi,(x1)}.

Sei 7~}I—>H<}o Fin(z1) =: F(z1). Betrachte nun {Fi,(x2)}, und sie besitzt eine
konvergente Teilfolge { Fo, (z2)} mit Grenzwert F'(x2). Dabei gilt Jgrgo Fop(z1) =
F(z1). Falls wir diese iterative Konstruktion fortsetzen, gibt es fiir jedes k €
N Teilfolgen {Fj,(x;)}, i =1,...,k, sodass nh—{%o Fyn(x;) = F(z;). Betrach-
ten wir die diagonale Teilfolge {F},,,(x)}. Fiir alle z € D gilt Jim Fon(z) =
F(z), wobei F' : D — [0, 1] eine monoton nicht-fallende beschrinkte Funk-
tion ist (wegen solcher Eigenschaften von F), fiir alle n). Per rechtsseitige
Stetigkeit lasst sie sich bis auf F': R — [0, 1] fortsetzen, die monoton nicht-
fallend ist. Nach Lemma 3.3.7 konvergiert {F),,} gegen F' schwach. O

Nun konnen wir den Satz 3.3.6 beweisen.
Beweis
“i”

ox,(t) = Ee™™ =Ecos(tX,)+i-Esin(tX,)
=2 Ecos(tX)+i-Esin(tX) = px(t),

weil X, 45 X nach dem Satz 3.3.4 bedeutet, dass

Eg(Xn) njo E9<X)
fiir beliebige beschrénkte Funktionen g. Die Funktionen g(z) = sin(tx)
und g(x) = cos(tx) sind aber beschrankt und stetig fiir alle ¢t € R.

“&” Zeigen wir Folgendes: Falls ¢y, () = p(t) fiir alle t € R und ¢(t)
stetig in t = 0, dann ist ¢ eine charakteristische Funktion einer Zu-
fallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'x, und X, 4, x,

n—o0

Zur Vereinfachung der Bezeichnung verwenden wir
F,=Fx,, F:=Fx, on:=9x,, p =p¢x, neN.

Nach Lemma 3.3.8 existiert eine Teilfolge {F}, }ren von {F, }nen, die
schwach gegen eine monoton nicht fallende rechtsseitig stetige Funkti-
on F konvergiert. Da F': R — [0, 1] ist, sollten wir zeigen, dass F' eine
Verteilungsfunktion ist, indem wir zeigen, dass

lim F(z) =0, lim F(z)=1. (3.10)

T——00 T—+00



KAPITEL 3. KONVERGENZ VON FOLGEN VON ZV o7

Sei Var F' die Variation von F', also

n
Var F'= sup Z |F(tj) — F(tj—1)|.
neN ]:1
to<---<tn

Die Relationen (3.10) sind dquivalent zu Var F' = 1, da wegen der
Monotonie von F' gilt

n
Var F = sup Z(F(tﬂ) — F(tj—1)) = sup (F(tn) — F(to))
neN j=1 to<tn
to<-<tn
= F(t) — inf F(1).
Sup (t) — inf F'(t)
Nehmen wir das Gegenteil an, also 0 < Var F = ¢ < 1, und fiihren

wir es zu einem Widerspruch. Da ¢, (t) — o(t), teR,und

n—oo
on(t) = Ee™ n n € N beschrinkt auf R und somit integrierbar auf
jedem Segment [—7; 7] sind, ist auch ¢ integrierbar auf [—7; 7], 7 > 0.
Wiéhle ein e < 1 — 4. Da ¢(0) = nlLHgO ©n(0) =1, und ¢ stetig in 0 ist,
existiert fiir e > 0 ein 7 > 0 mit der Eigenschaft

=/ cp(t)dt’ S1—e/25 6422
T|J—7
In der Tat folgt die rechte Ungleichung aus ¢ < 1 — ¢ durch
£/2+¢/2 <1 — 6. Die linke Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass

2 > ( ’ Regp(t)dt)2

—T

\ o(t)dt

und aus der Abschitzung Re p(t) > 1—¢/2 firt € R: |t| < 7, die aus
lo(t) — 1] < g/2 fir |t|< 7 folgt.
Zeigen wir nun, dass

T

2r

go(t)dt) <d+¢/2,

—T
was uns zum gewiinschten Widerspruch fithren wird.

Fiir alle k € N gilt wegen des Satzes von Fubini:

// e dtdF,, (x)
RJ—71

< ‘/ / e dtdF,, (x)
lz|<a J—T1
< / / eimdt‘ank(a:)—i—

-7

[ vt -

+’ / / it dtdF,, (x)
lz|>a J—7
/ eitxdt’ank(x)

:]1 :I2

|z|=a
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Fiir das Integral I gilt

a T . a
n< / 7| dt dFy, (z) < [ 27 dF, (2)
—a J =7~~~ —a
<1

= 27(F (a) = Foy(—a)) < 27(F(a) — F(—a) +¢/4)

<27(6+¢/4)
fiir ausreichend grofle k. Fiir die Abschétzung des Integrals Is bemer-
ken wir, dass

-
‘/ eimdt‘ =
—T

Das heifit es gilt:

T _ ,—ITT

e e

2
<=
|z|

‘2sin7x

X T

2
f/ dF,, (z) <2re/4
|z|>a

a

I

IN

<1

fiir a > %. Nun erhalten wir insgesamt, dass
| 7 ¢n, (t)dt] < 27(6 +¢/2). Somit haben wir bewiesen, dass fiir k —
00

T

27

go(t)dt’ <b6+¢/2,

—T
was zum Widerspruch fiihrt.
Warum ist die Grenzwertfunktion F' identisch fiir alle Teilfolgen { F;,, }?
Nehmen wir das Gegenteil an, also

HEn} € {Fu},

{Fu} € {Fn}

F, — FFE, — F F+F.
k—o00

k—o0

Dann nach Satz 3.3.6: 1) konvergieren die charakteristischen Funktio-
nen

_ its ~
on(t) = [ €dF, (5) 5 _a1(0)
Pu(t) = [ €dF (5) 5 ga(0), tER,

wobei 1 = Po = .
Da der Zusammenhang @1 <> F, @y <+ F eindeutig ist, so soll F = F'
sein.

Dann bedeutet es die schwache Konvergenz von {F,} zu F.
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3.4 Konvergenz der Funktionale von Zufallsvaria-
blen

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob die oben betrachteten Konvergenz-
arten bei Addition, Multiplikation und Anwendung stetiger Funktionale auf
Folgen von Zufallsvariablen erhalten bleiben.

Satz 3.4.1 (Addition von Zufallsvariablen)
Seien { X, }nen, X, {Yn}lnen, Y Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P).
1. Falls X,, — X und Y,, — Y (fast sicher, stochastisch oder in L",
n—oo n—oo
r > 1), dann konvergiert auch ihre Summe X, + Y, —e X+Y im
n [o.¢]
selben Sinne.

2. (Satz von Slutsky)
Die Aussage 1. lasst sich auf die Konvergenz in Verteilung nur be-

schriinkt {ibertragen, es gilt nimlich: X, + Y, -5 X +¢, falls X,, —% X
n—oo n—oo
und Y, 4y ¢ = const.
n—oo
Beweis

1. Fast sichere Konvergenz:
Falls X,, = X, ¥, =% Y, dann gilt X, (w) — X (w), Ya(w) — Y(w)
n—oo
fiir fast alle w € Q2 und somit
Xn(w) + Yy (w) =2 X(w)+Y(w)
fiir fast alle w € Q. Daraus folgt X, + Y; fj> X+Y.
n—oo
Stochastische Konvergenz:
Falls X, = X , Y, £, Y, dann gilt: Fiir alle Teilfolgen {n;} von N
existiert eine Teilfolge {n;;} C {n;}, sodass

f.s. f.s.
Xp, =5 X, Y, ->Y
J j—}OO ] ]—)OO

nach dem Satz 3.1.4. Aus dem hier vorangegangenen Beweis der fast

_ fﬁs X +Y, und somit
J j—o0

nach der erneuten Anwendung des Satzes 3.1.4

sicheren Konvergenz folgt sofort ij + Yy,

X, +Y, 2 xX+v.
n—oo

Konvergenz in L":
Sei X, L, X, Y, L, Y, r > 1. Das heifit, dass

E|X, — X|" — 0, E|Y, —Y[" — 0.
n—oo n—0o0
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Aus der Minkowski-Ungleichung (vgl. [20, Satz 4.6.10]) folgt

1 1
T T

1
(E[Xn+ Yo = (X +Y)[")" < (B|X, — X[))7 + (B[Y, —Y|")" — 0,

somit gilt X,, + Y, L x +Y.

2. Falls X, -5 X, Y, % ¢, dann gilt EA(X),) — ER(X) fiir jede
n o

Funktion i € C? (vgl. Bemerkung 3.3.5), ¥, — ¢ (vgl. Satz 3.3.3)
und somit
P(Y,—¢/>6 — 0, §>0.
n—oo

7 zeigen ist:
EM(Xy +Yy) — Eh(X +¢), he cy.
Da h : R — R beschriankt und gleichméfig stetig ist, gilt

b =sup |h(x)| < co
z€R

und fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle z,y € R mit der
Eigenschaft |z — y| < § gilt, dass |h(x) — h(y)| < . Somit gilt

|Eh(X,, +Y,) — Eh(X + ¢)|

= |E((h(Xn +Yn) = h(Xpn +¢)) - (I(|Yn — | £ 9)
+I(|Yn —¢| >9)) + (X, +¢) — h(X + )|

SE(MXn +Yn) = WXy + )| - I{|Yn — ¢ £ 6})

<e <1
+E(M(Xn + Ya) = h(Xpn + )| - I{|Yy, — ¢| > d})
<2b
+ |E(h(X, +¢) — h(X + 0))|
<ot P(Ya—o > 6)+[Eg(Xa) ~Eg(X)|,  (310)

wobei g(+) = h(- + ¢) € C}.

Da P(|Y, — ¢ > §) =2 0 und Eg(X,) = Eg(X), konnen die
Summanden 2b- P(|Y,, —¢| > J) und |Eg(X,) —Eg(X)| in der Summe
(3.11) fiir ausreichend grofle n € N beliebig klein werden. Somit gilt
Eh(Xn +Yn) — BA(X +¢), heC)ud X, +Y, néo X + ¢ mit
dem Satz 3.3.4 und der Bemerkung 3.3.5.

O]
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Beispiel 3.4.2 Zeigen wir, dass im Allgemeinen aus X, %) X, Y, %) Y
n—oo n—oo

nicht X,, +Y, _)i> X +Y folgen kann.
n o0
Seien dazu X,,, n € N unabhéangige, identisch verteilte Zufallsvariablen,

X, L X~ Bernoulli(1/2) .

Setzen wir Y, = 1— X,,. Es gilt Y, <V ~Bernoulli(1/2), X, +Y, = 1,n € N,
somit X, 4 x , Y, LY fiir n — 00, X und Y stochastisch unabhingig.
Andererseits ist Z = X + Y eine diskret verteilte Zufallsvariable mit der
Zahldichte

1 1
. d
SomltlzXn—&—Ynnl%OZ:X—i—Y.

Satz 3.4.3 (Multiplikation von Zufallsvariablen)
Seien { X, }nen, X, {Yn}neny und Y Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P).

1. Falls X;, > X und Y,, — Y fast sicher oder stochastisch, dann kon-
vergiert auch ihr Produkt XY, :) XY im selben Sinne.
n o

2. Falls X,, i—2> X, Y, i—2> Y, r> 1, dann gilt
n x n oo
XY, X5 XY fir X, X,Y,, Y € L*, necN.
n—oo

3. Satz von Slutsky:
Falls X, 4, X, Y, = const, dann gilt X, Y, % Xc.
n o
Beweis
1. wird analog zum Satz 3.4.1, 1)bewiesen.
LQ’I‘ LQT .
2. Falls X,, — X, Y, — Y, dann gilt

E|X, — X|* — 0 und E|Y, - Y|* — 0.
n—oo n—oo

Nach dem Satz von Minkowski (vgl. [20, Satz 4.6.10]) gilt

S =

1
(E| XY, — XY[)7 = (B[(X,Yy — XpY) + (XY — XY)[")
1 1
< (Bl Xn (Yo =) + (E]Y (X, — X))7
< (E|X 2 -E|Y, - Y])2 + BV E|X, — X[")2 — 0,
N—— N——— \

n—o0

— E|X |27 — 0 — 0
n—o0 n—oo n—oo
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wobei die letzte Ungleichung aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
(vgl. [20, Satz 4.6.4]) folgt. Somit haben wir gezeigt, dass

X, Y, nﬁ; XY.

3. Sei h € CY. Zu zeigen ist

En(X,Y,) — Eh(Xc),
n—oo
falls X, 45 X und Y, %, ¢. Da h beschrinkt und gleichméfig
n— oo n—oo
stetig ist, gilt b = sup,cg |h(z)| < oo und fiir alle € > 0 existiert ein
§ > 0, sodass fiir z,y € R mit [z —y| < § gilt, dass |h(z) — h(y)| < €.
Sei v > 0 so gewidhlt, dass +v Stetigkeitsstellen von Fx sind und
P(]X]| > v) < e. Dies ist moglich, da Fx(v) — 0, Fx(-v) — 0,
V—+00 v—+00
und F'x abzéhlbar viele Sprungstellen hat. Aus X, n%o X folgt somit,

dass P(|X,| > v) < 2¢ fiir hinreichend grofe n € N. Ahnlich wie im
Beweis des Satzes 3.4.1, 2) gilt

IER(X,Y,) — Eh(Xc)| < E(M(XpnY,) — h(Xn - )| - I{|Yn — ¢| > 5/u})
+ E (|h(XnYn) = M( Xy - o) - I{[Yn — ¢ < ¥/v} - I{| Xp| > v})
+E(|MXnYn) = M( Xy - o) - I{[Yy — ] < 9/o} - I{|Xn| < v})

+ [Eh(cXy) — Eh(cX)|
< 2. P(|Y, — | > 80) +2b - P(IXy| > v) +¢ + | Eg(X) — Eg(X)],

<e <2 <e

wobei wegen
d P
Y, — ¢ = Y, — ¢

n—oo n—oo

die Abschétzung P(|Y,, — ¢| > 9/v) < ¢ fiir hinreichend grofie n € N gilt
und g(-) = h(-c) € C°. Aus X,, -+ X folgt, dass auch
|Eg(X,) —Eg(X)| < ¢ fiir groBe n € N. Somit gilt
IEh(X,Y,) — ER(X -¢)| < (6b+2) - ¢
fiir alle € > 0 und fiir hinreichend groBie n € N und deshalb

XY, -4 X -c.
n—oo
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Satz 3.4.4 (Stetigkeitssatz)
Seien X,,, n € N, X beliebige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) und h : R — R eine stetige Funktion.

a) Falls X, — X fast sicher, stochastisch oder in Verteilung konver-
n—oo

giert, dann konvergiert auch h(X,) = h(X) im selben Sinne.

b) Falls h holder-stetig mit Holder-Exponenten f > 0 ist, X, n%o X

fur r > 0, und E|h(X,,)[", E|h(X)|" < oo Vn € N, dann h(X,) n£>

h(X). o

Beweis a) Falls X, n%o X oder X, n%o X, dann wird die Giltigkeit

von h(X,) n%zo h(X) bzw. h(X,) H%O h(X) genauso wie im Satz

3.4.1, 1) bewiesen.

Falls X, % X, dann gilt Eg(X,,) — Eg(X) fiir beliebige stetige
n—oo n—,oo

beschrankte Funktionen g : R — R. Die Funktion go h : R — R ist

ebenfalls beschrankt und stetig, somit gilt

Eg(h(X,)) — Eg(h(X)) und h(X,) ~5 h(X).

n—oo
b) Falls h : R — R Holder-stetig ist, so gilt
Je>0: |h(z)—hy)| < c(z—y)® Va,y e R = Elh(z,)—h(z)|" < .

E|X, - X|’" — 0.

n—o0

3.5 Gleichgradige Integrierbarkeit

Es seien X, X1, Xy,... Zufallsvariablen auf dem W-Raum (Q,F, P). Wir

wissen bereits, dass im Allgemeinen weder aus X, f—s> X noch aus X, i>
n—oo n—0o0
1
X folgt, dass X, L, X
n—oo

Definition 3.5.1 Eine Folge von Zufallsvariablen { X, } ,en heifit gleichgra-
dig integrierbar, falls
E|X,| < oo, neN

und
sup E(| X |I(| Xy| > x)) — 0.

neN T—00
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Bemerkung 3.5.2 Seien { X, },,en und {Y}, }en zwei gleichgradig integrier-
bare Folgen von Zufallsvariablen und c¢ eine Konstante. Dann sind auch

{CXn}nENa {C + Xn}nEN7 {Xn + Yn}nEN und {max{|Xn|, ’Yn‘}}neN gleiCh'
gradig integrierbar.

Ubungsaufgabe 3.5.3 Zeige die Aussage der obigen Bemerkung.
Lemma 3.5.4 Eine Folge von Zufallsvariablen {X,,},cn ist gleichgradig

integrierbar genau dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. GleichméaBige Beschranktheit: sup E|X,,| < oo.
neN

2. Fir jedes € > 0 existiert ein § > 0, sodass E(|X,[[(A)) < ¢ fiir alle
n € Nund alle A € F mit P(A) < ¢ gilt.

Beweis Sei {X,,},en eine Folge von Zufallsvariablen. Wir miissen folgende
Aquivalenz zeigen:

1)supE| X, | < oo
neN
:ggE(!Xn\I(\XnI >x)) =2 0 = 3 Ve >030>0:E(X,|I(A)) <e

VneN, VAe F: P(A) <o

"<" Definiere A,, = {|X,| > =} fir alle n € N und z > 0. Mit der Markow-
Ungleichung folgt P(A,) < 1E|X,,| und deshalb

1
sup P(4,) < —supE|X,| < £ _5o.
neN T neN T T

Insbesondere existiert also ein N > 0 so dass fiir alle z > N: P(4,,) <
0, und aus 2) folgt dann sup,,cy E(|X,,|I(A4,)) < e. Da € > 0 beliebig
klein ist, folgt

SUp (| Xn|I(|Xn| > 2)) =2, 0.

"=” 1. Es gilt

supE|X,| < sug(E(an\I(|Xn| > ) + E( X, I(| Xy < 2)))
n ne
< sup(E(|Xp[I([Xn] > 2)) + 2 P(1Xy| < 2))
neN \—<,—/1
< e4x < oo B

2. Fiir alle ¢ > 0 existiert ein z > 0 mit E(|X,|I(|X,] > z)) < §
nach Definition der gleichgradigen Integrierbarkeit. Wahle § > 0
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so, dass xd < § gilt, dann folgt

(X, (4)) =E( X, I(1X0] € @) I(4)) + E( X, I(1X0] > 2) 1(4)

<z <1 <1
< 2P(A) + E( X |[([Xa] > 2)) <c.
~——
<e/2 <e/2
O

Satz 3.5.5 Eine Folge von Zufallsvariablen { X, },en, ist gleichgradig inte-
grierbar genau dann, wenn eine Funktion ¢ : Ry — R, existiert fiir die gilt:
@ 1 oo fiir z — oo und sup,,cn EY(| X, |) < co. Fiir die Riickrichtung kann
1) konvex gewéahlt werden.

Beweis Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, dass X,, > 0 f.s. fiir alle n € N.

"< Sei v(z) = ¢(x)/r. Dann gilt

E(XpI(X, > 7)) < U(Z)IE(Xnv(Xn)I(Xn > )

da nach Voraussetzung v(x) von unten gegen oo geht. Fiir X,, > x gilt

also v(X,) > v(x) = vl(}é;) > 1, und zv(z) = ¢¥(x).

"=" Da { X, }nen, gleichgradig integrierbar ist, gilt

u(z) :==sup E(X,I(X,, > x)) — 0.

neN T—00

Waihle eine Folge yg = 0, yr —> ©0 so, dass
k—o0

Z Vulyg) < ¢ < oo.
k=0
T g(

Definiere g(z) := o) fir € [yk, yg+1), dann gilt TI) 1 oo fiir
u(ys

xr — 00, weil

g =0) 1 L g,y

Ye o Vulye-1) T Vulye) Yk
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Weiter gilt
Z Eg(Xn)I(Xn € [Yr, Yrt1))

:ZE

8||

Vu(yk)
Z\/— Yk) Z\/ u(yr) <c<oo, meN

k=0

( A I(Xne[yk,ykﬂ)))

nach der Definition von u(yg). Um die Aussage zu beweisen, ist es
ausreichend eine konvexe Funktion 1 < ¢ so zu konstruieren, dass
Y(x)/x T oo fiir x — oo. Wahle ¢(x) fir z > 0 als die lineare Interpo-
lation zwischen den Punkten (yx, g(yx — 0)), k € N.

Da % = (u(yr—1))~"/? monoton wachsend fiir k — oo ist, so ist

Abbildung 3.4: Funktionen % und g

der Epigraph von 9 eine konvexe Hiille des Epigraphen der unstetigen
Funktion g(x). Deshalb gilt g(x) > ¢ (z) Yo > 0 und #(:) ist nach
Konstruktion konvex. Nun folgt

- 1
Ylyr) _ 9(ye = 0) _ FEN
Yk Y u(yy) k—oo

(z)

also insbesondere auch wx 52,00 Nach der Konstruktion von g und

1 gilt, dass % =ay — %" fur T € [Yk, Yk+1) mit by > 0. Somit ist die

Monotonie bewiesen und es folgt

sup E(X,,) <supEg(X,) < ¢ < 0.
neN neN
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Lemma 3.5.6 Sei {X,,},cn eine Folge von Zufallsvariablen mit E|X,,| < oo,
n € N und X, L. X. Dann gilt X, L—1> X genau dann, wenn { X, },en
n—oo n—oo
gleichgradig integrierbar ist.
Insbesondere impliziert X, Pox ,dass EX,, — EX gilt.
n—o0o n—o0

Beweis

"<=" Sei { X, }nen gleichgradig integrierbar. Wir miissen also zeigen, dass
E|X, — X| — 0. Da X, —» X gilt, hat {X, }nen eine Teilfolge
n—oo n—oo
{Xn, }ren, die f.s. gegen X konvergiert. Das Lemma von Fatou besagt,
dass

E|X| < liminf E|X,, | < sup E|X,|,
k—o0 neN

und deshalb gilt E|X| < oo wegen Lemma 3.5.4, 1). Nach Bemerkung
3.5.2 folgt durch die gleichgradige Integrierbarkeit von {X,, },en, dass
auch {X,, — X },en gleichgradig integrierbar ist. Weiter folgern wir aus
lim P(|X,, — X| > ¢) =0 und Lemma 3.5.4, 2), dass

nh_)rr;OE(|Xn - X|I(|Xp,—X|>¢€))=0, e>0.
Daher gilt
Jim EJX, — X| = lim [ B(|X, — X (1X, — X| > €)
+ E([Xn = X[I (| Xn — X[ <¢))]
< 2e

fir alle € > 0, d.h.
1
X, = X

n—oo

"=" Sei nun E|X,, — X| — 0. Wir zeigen nun die Eigenschaften 1) und

n—o0

2) aus Lemma 3.5.4:

1. supE|X,| < supE|X, — X| +E|X]| < o0, da X,, £ X.
neN neN =00

2. Fir alle A € F mit P(A) <6 gilt:

E(|Xa [ 1(4)) < B(|Xn — X| I(4)) + E(|X|1(4))

bei passender Wahl von 4, da E|X| < oo, und weil Ve > 0 3N,
sodass E|X,, — X| < § fiir alle n > N gilt.
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Folgerung 3.5.7 Es gelte X, néo X.

1. Falls f: R — R stetig und entweder

(a) beschrankt ist oder
(b) {f(Xyn)}nen gleichgradig integrierbar ist,

dann gilt £(X,) 25 f(X).

—00

2. Falls {|X,|"}nen fur r > 1 gleichgradig integrierbar ist, dann gilt

L
X, — X.
n—00

Falls E|X,|" < oo und X, %) X fur r > 1 gilt, dann ist {|X,|" }ren
n—oo
gleichgradig integrierbar.

3. Falls E|X,|""® < ¢ < oo fiir alle n € N und bestimmte r > 1,a > 0,
dann gilt X,, X
n—oo

Beweis
1. b) Nach dem Stetigkeitssatz 3.4.4 gilt f(X,) n%; f(X). Die Aussage

folgt aus Lemma 3.5.6.

1. a) Wir zeigen, dass {f(X,)}nen gleichgradig integrierbar ist. Da f be-
schrankt ist, ist {f(X,)}nen nach Theorem 3.5.5 gleichgradig inte-
grierbar mit 1 (z) = z'*° und & > 0. Mit Hilfe von 1 b) folgt die
Aussage.

2. Definiere Z, = |X,, — X|", n € N. Es gilt, dass Z, n&(} 0 und

| X0 |" _)i> |X|" wegen des Stetigkeitssatzes. Wegen der Mikowski-
n—oo

Ungleichung ist {Z,, },en gleichgradig integrierbar, da {|X,|" }nen und
| X|" gleichgradig integrierbar sind. Nach Anwenden von Lemma 3.5.6
auf {Z, }nen ist die Aussage gezeigt.

3. Theorem 3.5.5 mit () = '/ sagt, dass {|X,|" }nen gleichgradig
integrierbar ist. Aussage 2. schlieft den Beweis ab.

O
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3.6 Drei—Reihen—Satz von Kolmogorow

Es ist bekannt, dass

e |
Y — <= a>l,
na

n=1

o (1"

g < oo <= a >0, (3.12)
na

n=1

da die Differenz zweier aufeinander folgenden Summanden der zweiten Reihe
die Ordnung ﬁ, hat, d.h. es gilt

S G R A B |
2 +kzl<(2k)a (2k+1)a>

n=1
Dabei
11 2k - (2R (1+i) -1
(2k)e  (2k+ 1) (2k)e(2k+1)  (2k+1)e
koo L+ g —1+0(%)
N (2k + 1)

oA, mea

Es stellt sich nun folgende Frage: Fiir welche o > 0 konvergiert die Reihe
o 2—’;, wobei d,, u.i.v. Zufallsvariablen mit £d,, = 0 sind

(zB. P(5, = £1) = $)? Oder noch allgemeiner: Unter welchen Vorausset-

zungen gilt fiir unabhéngige Zufallsvariablen X,,, dass > o2 ; X, < oo f.s.?

Wir wissen bereits, dass fiir eine Folge von Zufallsvariablen {Y},},en mit

Y, Iy folgendes gilt:

n—oo

P
Y, — Y.
n—oo

Die Riickrichtung gilt im Allgemeinen nicht.
Satz 3.6.1 Fiir unabhédngige Zufallsvariablen X,,, n € N, gilt

n

P .8.
Su=3X; 5 5=8, L5 s
j=1

Fiir den Beweis brauchen wir folgende Hilfsétze:

Lemma 3.6.2 Falls fiir unabhéngige Zufallsvariablen X,,, n € N, gilt
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fiir ein y > 0, dann
1
> < — — .
P(rlglgngkl 2 1) < g _pP(|Sn| >z—y), T€R

Beweis Sei Y = min{k > 1 : S| > 2}, 4; = {Y = j}, j € N. Da A;
paarweise disjunkt sind, gilt

P(Sal > 2 — ) = 3 P15 > 2 — y} N Ap)
k=1

> fj P({|Sn — Sk| <y} N Ap)
k=1

wegen {|S, — Sk| <y} NAr C{|Sn| >z —y} N Ag. Jedoch sind
A € 0(Xj,5 < k) und {|S, — Sk| < y} € 0(X;,j > k + 1) stochastisch
unabhéingig. Damit gilt per Voraussetzung

P(Sul > 2 — ) = 3" P(1Ss — Skl < 9)P(Ay)

O

Folgerung 3.6.3 (Ungleichung von Kolmogorov) Falls {X,,} eine Folge von
unabhéngigen quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen mit EX,, = 0,
n € N ist, dann gilt

P(I]?gx |Sk| > x) < 2P(|Sp| >z — /2Var S,).

Beweis Es folgt aus Lemma 3.6.1 mit p = 1/2 und y = /2Var S,,, weil
nach Tschebyschew—Ungleichung

P(|Sn — Sk| > v/2Var S,,) < Var (S = Sk)

<1/2 k <n.
2‘ 7 S =~ / ) =N
Es folgt nun der Beweis von Satz 3.6.1.

Beweis Sei ¢ > 0, A7, ,,, = {|Sy — S| > ¢} und A7, = U5 A5 - Zeige,
dass {S,} eine f.s. Fundamentalfolge ist, d.h. nach Satz 3.1.1, Ve > 0

P(sup |S, — S| > 2¢) — 0 P(A%E) — 0.

n>m m—ro0
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Da 8, > S, gilt P(B;) =0, n — oo mit BS = {|S, — S| > e}. Zusiitzlich
n—oo
ist {5y} stochastisch eine Cauchy-Folge, also

Pm,m = sup P(A5,,) =0, m,M — oc.
m<n<M ’

Fiir groBe m, M gilt also pp, py < 1/2. Lemma 3.6.2 mit p = py o, y = €,
x = 2¢ ergibt

M
P( sup |Sp—Sm|>2e)=P( | A4%,)

m<n<M n=m-+1
1
1- Pm, M ’ ’

Die Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafles impliziert

M
P(A%:) = A}im P( U A%in) < 2limsup P(Ajy,,)-
o n=m+1 M—00

Da Aj5;,, C Bj\//f U Bfn/ 2, die letzte Ungleichung ergibt

P(A%) < 2P(B/?) + ZIij‘IJnsup P(Bi//lz) — 0, m — oo.
—00
—_—————
=0

Folgerung 3.6.4 Fiir unabhingige Zufallsvariablen X,,, n € N mit
e Var X, < o0,
e EX,, =0,n & Nund
o Y, Var X,, < o0
konvergiert Y o2 ; X, f.s.
Beweis Seien S, = Y.ir; X; fir n € N. Wir zeigen, dass {Sy},en eine

Cauchy-Folge in L?(Q, F, P) ist. Fiir n > m folgt

E(Sy — Sm)? = S0 — Smll72 = > Var X; — 0,

it n,m—00

da 3272, Var X; < oo. Deswegen ist { Sy, }nen eine Cauchy-Folge in L*(Q, F, P).
Dann

— 72 ; —
3S=1%- lim S, =} X;
j=1

und also S, n%o S. Die Aussage folgt aus Theorem 3.6.1. O
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Folgerung 3.6.5 Wenn >.>° ; a2 < oo fiir eine deterministische Folge {a, }nen
gilt und {0,} eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen mit Eé,, = 0, Var §,, =
0?2 < 0o, n € N ist, dann konvergiert die Reihe °°, a,,6,, fast sicher.

Ubungsaufgabe 3.6.6 Leite Folgerung 3.6.5 aus Folgerung 3.6.5 her.

Fiir unser Eréffnungsbeispiel (3.12) mit 6, u.i.v., E6, =0, Var 6, = 02 > 0
(zB. P(6, = £1) = }), a,, = &, n € N gilt:

S
Z% < oo fs.,
n:ln

falls Y02 —3x < oo, d.h. fiir o > 1.

Folgerung 3.6.7 (Drei-Reihen—Satz von Kolmogorow) Sei {X,}nen eine
Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

[e.e] o0
> EX, <oo, Y VarX,<oo.
n=1 n=1
Dann gilt
o0
Z Xn <oo fs.

n=1

Beweis Definiere Y, := X,, — EX,,. Also gilt X, = EX,, +Y, = a, + Ya,
EY,, =0 fir n € Nund > 72, a, < oo nach Voraussetzung. Dann folgt

ZYn < oo fs.

n=1

aus Folgerung 3.6.4, da Var X,, = Var Y, fiir n € N und

(o] o0 o0
ZVaan<oo$ZX :Zan+ZYn<oo f.s.
n=1 n n=1 n=1



Kapitel 4

Grenzwertsatze

[ Grenzwertsatze ]

[Gesetze der groflen Zahlen] [Zentraler Grenzwertsatz]

In diesem Kapitel betrachten wir Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, die Naherungsformeln von grofler anwendungsbezogener Bedeutung
liefern. Dies wird an mehreren Beispielen erldutert.

4.1 Gesetze der groflen Zahlen

[Gesetze der grofien Zahlen]

[schwaches Gesetz der grofien Zahlen} [ starkes Gesetz der grofien Zahlen }

) (=)

Fin typisches Gesetz der groflen Zahlen besitzt die Form

1 n
=Y X; — EXo, (4.1)
n = n—ro0

73
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wobei { X, },eny unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X, 4 Xo,
E|Xo| < oo sind.

Die Konvergenz in (4.1) wird entweder in Wahrscheinlichkeit oder fast sicher
verstanden. Wenn — gemeint ist, spricht man von dem schwachen Gesetz

der grofien Zahlen. Falls RN gemeint ist, heift die Aussage (4.1) starkes
Gesetz der grofsen Zahlen.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen S,, = Z?:j X, X, = ‘S;L—”,

Vn € N fiir eine Folge {X,,}en von Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P).

4.1.1 Schwaches Gesetz der groflen Zahlen
Satz 4.1.1 (Markow)

Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) mit EX?2 < oo fiir alle n. Falls
Var X, = 0, (4.2)

dann gilt

Beweis Aus der Ungleichung von Tschebyschew folgt fiir alle € > 0

= 1 E(X, -EX,)? Var X,
P(‘Xn—nZIEXj >a)§ — == 520
J:
Somit gilt
X, -EX, 25 0.
n—oo

O]

Folgerung 4.1.2 Seien die Zufallsvariablen {X,,},en im Satz 4.1.1 unab-
héngig. Dann gilt Folgendes:

1. Die Bedingung Var X, —2 0 bekommt die Form
n o
1 n
— Zl Var X; — 0.
1=

2. Falls Var X,, < ¢ = const fiir alle n € N, dann gilt die Bedingung (4.2)
und somit die Aussage des Satzes 4.1.1 (Satz von Tschebyschew).
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3. Insbesondere ist die Bedingung Var X,, < ¢ = const fiir alle n € N
erfullt, falls { X, }neny unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit

EX, = pu, Var X,, = 02 < o0
sind. Dann nimmt das schwache Gesetz der grofien Zahlen die klassi-

sche Form
1 & P
=Y X = p

an.
Die Existenz der zweiten Momente ist fiir das schwache Gesetz der grofien

Zahlen nicht entscheidend. So kann man mit Hilfe der charakteristischen
Funktionen folgenden Satz beweisen:

Satz 4.1.3 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen von Kchintschin)
Sei { X, }nen eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen, n € N, X,, € L,
mit demselben Erwartungswert EX,, = u < co. Dann gilt

X, 5
n—oo
Beweis Wir haben
~ . Sn .
vx, (1) = EeiXnt = Bel it = EeSna
n ¢ n t
ot
= 124 = ow ()
k=1 k=1

X} unabh.

N (A

Satz 2.2.5, 2) fur n—oo

t 1\\" ;
= (1+iﬂn+0<n>) — "=, t),teR.

n—oo

Somit folgt aus dem Satz 3.3.6 die Konvergenz X, H%O u, und daher

P
X — p (vgl. Satz 3.3.3). O

4.1.2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Satz 4.1.4 Seien {X,,},en unabhiingige Zufallsvariablen, EX?2 < oo fiir alle
n € N und Zle% < 0o. Dann gilt X,, — EX,, % 0.
n o

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, braucht man folgende Hilfsaussage:

Lemma 4.1.5 (Ungleichung von Kolmogorow):
Seien { X, }nen unabhéngige Zufallsvariablen mit

EX,=0und EX2 <00 neN.
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IE(S )

Dann gilt P(maxj<g<y |Sk| > €) < e>0,neN.

Beweis Fiihren wir Ereignisse A = {maxj<j<y, |Sk| > ¢} und
Ay ={|Sjl<e, j=1,...,k—=1,|Sk| >¢}, k=1,...,n
ein. Es gilt A = Jj;—; A und somit
n
E(S2) > E(S2 - I(A)) = > E(
k=1

Betrachten wir

E(S2-1(Ar) = E((Sk+ (Xp+...+ Xn))? - 1(4y))
= E(S; - I(Ag)) +2E (S - (Xps1 + - + Xp)I(A4))
=0

+E((Xk+1+...+Xn)2'I(Ak))

>0

> E(S;-1(Ar)),
weil Sk - [(Ag) und X1 + ...+ X, unabhéngig sind und somit
E(Sg - I(Ak)(Xps1+ ...+ Xpn)) = E(Sk-I(Ag)) - E(XkH +...+ X

= E(Sk-Ia(Ap)) ZEX_O
j=k+1

wegen EX; = 0 fiir jedes 7, j. Zusammengefasst ergibt sich

E(S7) > Y E(S;-1(Ap) >52ZEI (Ar)
k=1 k=1
= ¢? Z P(Ay) = €°P (U Ak> = 2P(A)
k=1 k=1
und
E(S7)

O]

Beweis des Satzes 4.1.4
Es reicht aus, wenn der Satz 4.1.4 fiir X,, mit EX,, = 0 bewiesen wird, sonst
ersetzt man X, durch X, — EX,,. Seien also X,, n € N unabhéngig,

EX, =0, EX>
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Zeigen wir, dass X, :—S> 0. Laut Satz 3.1.1 geniigt es zu zeigen, dass fiir
n o

Es gilt offensichtlich Ay, € Up>10g, m41 {2n1}1§g(<2n | X | > E} ,

A
weil supys,, | Xx| > € die Existenz von n > logy m + 1 mit der Eigenschaft

max |Xi| > ¢
n—1<k<on

impliziert. Daher geniigt es P (U2

n=m

P(A,) — 0 zu beweisen. Nach Lemma 4.1.5 gilt
n—oo

A,) — 0 zu zeigen, um
m—r0o0

on— 1 k 1
P(4n) = P, max = ZX] >2" e
- J=
H,_/
=S
< P( max |Si>2""1.¢)
2n—1<k<on
< P Syl > 2"t
< P(max |Si| > €)
Var Son 2 1032

£2.92n-2 22, 22n 2

wegen Unabhéngigkeit von X; und Lk_l <1, wobei
IEXJ2 = Var Xj :0']2 <00, j€N.Dann gilt

oo 4 21 2k 4 2 1 3 2

2 o J
> PAy) < ;222@20_72 > @ 727
k=1 k=1 j:1 : k:2k2]’ :

————
k
:Zkzloggj(%> :j%.é:@%
nach der Voraussetzung des Satzes. Aus > -, P(Ay) < oo folgt
P(Ua) =3 P 0.

und der Satz 4.1.4 ist bewiesen. O

Bemerkung 4.1.6 Falls { X, },cn unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen mit EX,, = p, Var X,, = 02 < oo sind, dann gilt

ZVarX i::

n=1 Tl
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und somit die Aussage des Satzes 4.1.4:

X, 5 . (4.3)

n—oo

Man stellt jedoch fest, dass die Existenz von Var X, nicht gebraucht wird,
um die Aussage (4.3) zu beweisen.

Satz 4.1.7 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorow)
Seien { X, }nen unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen.

. o f.s.
Es gilt X, 2 I genau dann, wenn EX, = 1 < co.
Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir folgendes

Lemma 4.1.8 Sei X > 0 eine Zufallsvariable. Dann gilt

iP(XZn)gEXgl—i—iP(XZn).

n=1 n=1

Beweis Es gilt

0o 00 oo k
> P(X >n) ZZ k<X <k+1)=> > Pk<X<k+1)
n=1 1k>n k=1n=1

kP (k§X<k+1):§:E(k-I(Xe[k,k+1)))
k=0

P”ﬂéi ||

i
I

hE

<N E(X I(X € [k,k+1))) = EX

e
Il
o

und weiter

IEXSiIE((kJrl)-I(Xe [k, k+1))
k 0

—Zk+ Pk<X<k+1)

:Zk-P(k§X<k+1)+ZP(k§X</<:+1)
k=0 k=0

=1

o0
Z (X >n)

Beweis des Satzes 4.1.7
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” 7
=

Falls X, :—S> p fir ein p € R, dann
n—oo

X S, n—1 S,_1 — n—1_— fs.

an _2n SR =X, — anl_sy()

n n n n—1 ~ N~ N0
e RCEEENG

Deshalb tritt das Ereignis A,, = {|X»|/n > 1} nur endlich oft auf —
P (limsup,,_, ., An) = 0 und nach dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl.
[20, Lemma 2.2.16])

00 > i P(IXnlfn > 1) = i P(IX1] > n)

n=1 n=1

wegen der Tatsache, dass X, identisch verteilt sind. Dann gilt nach
Lemma 4.1.8

ElX,| =E[X;| <1+ ZP(|X1| >n)<o0.

n=1
Sei EX,, = 1 < oo. Fiihren wir

Xy | Xk <K

X=X, I(IX| < k) =
= X 11X < ) {0, X5 > k

ein. Es ist klar, dass die Zufallsvariablen {X;} auch unabhéngig sind.
Um zu zeigen, dass
E?:lXj —np f_s> 07

n n—00
geniigt es zu zeigen, dass

I XE-ES X

n n—00

Das Ereignis Ay = {Xj # X;} tritt mit Wahrscheinlichkeit 1 nach
dem Lemma von Borel-Cantelli nur endlich oft auf. Um dies zu zeigen,
benutzen wir die Unabhéngigkeit von Aj. Mit

S P(A) = S P(Xu > k) =3P Xi| >k
;(k) Z(!k\>)k§(u>)

k=1 X ident.
)

< Pl X1 > <

< Z (1X1] > k) < E|X1] <
k=1 Lemma 4.1.8

folgt nach dem Lemma von Borel-Cantelli

o0

P(( U 4x) =0.

n=1k>n
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Daher folgt

S X e S X - S0 EX]

n n
. ?:1(Xj - Xg*) _ ?:1(# - EXJ*)
n n
YLK, X)) S (e EX))
p=const n n
—0 (n—00) —0 (n—00)

Die erste Summe héngt nicht von n ab. Die Konvergenz der zweiten

Summe folgt sofort aus EXF — p. Es ist so, weil
Jj—00

p—EX;=E(X1-I(|X1]>j)) — 0

J—00

wegen E|X;| < oo. Da fiir alle € > 0 ein ng existiert mit der Ei-
genschaft, dass fir alle K > ng |EX} — pu| < e gilt, treffen wir die
Abschétzung

1 n 1 ng 1 n
=Y EXp—p| < =D (EXG - p)|+ = Y IEXS - gl
n n n
k=1 k=1 k=no
< 0 pax ]EXZ—M\+n_nO€<25,
n k=1..ng n

falls n so gewéhlt wird, dass ™ max EX; —pl <e.
n k=1..ng

Nach dem Satz 4.1.4 geniigt es zu zeigen, dass > o2 % < . Es
gilt

n
Var X; <EX;? <Y k’P(k—1<|X1| <k),
k=1
weil [X*| < Z, =30 k- I(k—1<|X;| <k) und
n
EX;* <EZ2=Y kKPk-1<|X)|<k).
k=1

Daraus folgt

X Var X & k2
S LY S SPk-1< X <K
o0 o 1
_ 2
=D FPE-1<IXi|<k)- ) —
k=1 n==k
oo o0 1
=S Plk—-1<|X k BPPk-1<|X k) - -
Y PUh-1= X <k)+ Y RPh-1<|X| <k Y

k=1 k=1 n>k+1

=1
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Es gilt
i 1 < i 1 i ( 1 1) 1
n2 = nn—1) T A
n=k+1 n n=k+1 n(n 1) n=k+1 n 1 n k
= Var X} >
= <14 kP(k—1<|X1|<k)

=2+ (k—1)P(k-1<|X1| <k) <2+4E[X1| < oo,
k=1

weil 372, (k= 1) - I(k — 1 < |Xq] <k) < [X4].

4.1.3 Anwendung der Gesetze der grofien Zahlen

Wahrscheinlichkeitstheoretischer Beweis des Approzimationssatzes von Wei-
erstrass

Satz 4.1.9 (Weierstrass)
Jede auf [0, 1] stetige Funktion g lasst sich gleichméfig durch Polynome P,
des Grades n approximieren:

e > 0 existiert ein m € N | sodass fiir alle n >m |g(x)—P,(z)| < e,z € [0,1].

Beweis Fiir beliebiges x € [0, 1] betrachten wir eine Folge von unabhéngi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen {X,},ecny mit X,, ~ Bernoulli(z).
Es gilt S, = Y1 X; ~ Bin(n,x) und somit ist

Eg(X,) = Eg (Sn/n) = Xn: g (K/n) (Z) caf(1— )k
k=0

ein Polynom in x des Grades n. Setzen wir P,(z) = Eg(X,) und zeigen,
dass P, —2 9 gleichméaBig in = € [0,1]. Aus dem Satz 4.1.7 folgt
n—oo

~ f.s.
X, jngIEXlzx, r€[0,1].

n

Aus der Konvergenzkette

X, S, =%X, L =X, LreX, %
n—oo n—oo n—oo n—oo
folgt
Eo(Xn) — Eo(z)

n—o0
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fiir jede Funktion h € Cp(R). Sei h(z) = g(z) fir = € [0,1] (da g stetig auf
[0, 1] ist, ist sie dort gleichméaBig stetig). Somit gilt die Konvergenz
Po(z) =Eg(Xn) — g(z), Yz e[0,1].

n—oo

Wir miissen jetzt zeigen, dass diese Konvergenz gleichméaflig in z ist. Da
jede stetige Funktion auf [0, 1] beschrénkt ist, gilt b = max,¢(o 1) [g9(2)| < oo.
Wegen der gleichméaBigen Stetigkeit von g auf [0, 1] gilt zusétzlich: Fir alle

e > 0 existiert ein 6 > 0: fir z,y € R mit |[x—y| < 0 gilt |g(z)—g(y)| < €.

Dann

|Pa(z) = g(z)] = [Eg(Xn)—Eg(2)| < E|g(Xn) — g(2)]
- E](g(f 9(2)) - 1([ X —:L"|<5)’

+E |(9(X0) = 9(2)) - 11X — ] > 9)|
< e+2b- P(| X, —z|>0) <e+2be,

weil aus X, — x folgt, dass P(|X,, —z| > 4) —2 0 fiir ausreichend grofie
n oo

n.

Dass diese Konvergenz gleichméfig in = € [0, 1] ist, zeigt die Tschebyschew—

Ungleichung (vgl. [20, Folgerung 4.6.2]):

Var X, n% -nz(l — )
< 52 52
1
— 0

nd2 n—oo

P(‘Yn—x’ > 5)

gleichméBig in = € [0,1]. Somit haben wir gezeigt, dass P,(x) — ¢g(z)

n—oo

gleichméBig in z € [0, 1]. O

4.2 Zentraler Grenzwertsatz

Fiir die Gesetze der grofien Zahlen wurde die Normlerung der Summe
Sp = ZFI X gewahlt, um Su — EX; zu beweisen. Falls jedoch eine an-
n—,oo
dere Normierung gewéhlt wird, so sind andere Grenzwertaussagen méoglich.
Im Fall der Normierung ﬁ spricht man von zentralen Grenzwertsétzen:
unter gewissen Voraussetzungen gilt also
Sn - TLEXl d
—— — Y ~ N(0,1).
v/nVar X n—oo (0,1)
Die Voraussetzungen werden wir nach und nach abschwéchen, um folgende
Varianten des Zentralen Grenzwertsatzes zu beweisen:
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1. Klassischer zentraler Grenzwertsatz,
2. Grenzwersatz von Lindeberg,

3. Grenzwertsatz von Ljapunow, Feller usw.

4.2.1 Klassischer zentraler Grenzwertsatz

Satz 4.2.1 Sei {X,,}nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit EX; = p,
Var X; = o2, wobei 0 < 02 < co. Dann gilt

Sn —np 1 z
p(2_F < (z) = —
< Jno —f’”)n?o (=) m/ooe

1 x )
wobei ®(z) = Nors / e 2 dy die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)—verteilten
™ J—00

—y2

=2 dy, x€R,

Zufallsvariablen ist.

Beweis Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir statt X; die

standartisierten Zufallsvariablen X = Xja_“ , fiir die gilt EX i =0,

Var X = EX JQ = 1. Es muss also gezeigt werden, dass

> # L, Y ~ N(0,1)

n—oo

gilt, was (nach dem Satz 3.3.6) dquivalent zu

2
W x5 =2 ev()=e 7 teR

¥
ijl 7%+ n—00

ist. Wie im Beweis des Satzes 4.1.3 schreiben wir
"Xt t \\"
Y x,(t) = Eexpgid =& Z(so ())
e Z Vn X\ yn

2 1" 2
= 1——1—0() — e 2, teR,
2n n n—00

wobei hier Satz 2.2.5, 2 bis zur Ordnung 2 benutzt wird. Somit ist unser
Satz bewiesen. O

Satz 4.2.2 Sei {X,,}nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen mit EX,, = p, 0 < Var X,, = 0 < oco. Sei {N,}nen eine

Folge von N—wertigen Zufallsvariablen mit N, f_% oo. Falls es eine Folge
n—oo

{an}nen gibt mit den Eigenschaften a,, > 0,n € N, a1 < ay <ag <... und

Np

P . . .
an —> 00, sodass 3 c> 0, wobei ¢ eine Konstante ist, dann gilt
n o n o0

n—oo
Sy, — N,
ONn — Vol d oy N(0,1).

oV N, n—ooo
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Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir u = 0, 02 = 1
(vgl. den Beweis des Satzes 4.2. 1) AuBerdem sei ky = [cay] der ganze Teil

VOn Cay,. Aus e folgt dann 51 und k” £, 1, n = oo. Es muss

gezeigt werden, dass Mo Ly ~ N (0,1).

VNp n—soo
VN, Vkn Vkn
Aus dem Satz 4.2.1 folgt Nolvd — Y ~ N(0,1). Da /3~ =2 1, geniigt
es zu zeigen, dass
SN, — Sk, P
A /kn njo 0

(vgl. den Satz von Slutsky). Fiir beliebige €,6 > 0 gilt

P (W > 5) = P(|SNn _Skn’ > 6\/@, |Nn - kn‘ < 6kn)

In
+ P(|SN, — Sk, | > evVkn, |Nn — kn| > 0ky)

> )

und Wegen P41 somit P (‘N" — 1’ > 5) 2 0. Da

N,
§In+P<‘”—1
kn

{1SNn, — Sk,| > eVkn, [Ny — k| < 0ky}

C { max |S]—Skn| >E\/kn}

an]Skn+6kn
U max S: — 8. | >eVk
{kn—ékn<j<k:n 1 = Skl nyo

es folgt daraus

I, < P( max |S — Sk, | > eVEk )
kn<j<(146)k
P - Vkn
((1—6%333‘%” 155 = Sl > € )
- Var (S(145)k, — Skn) Var (Sa—syk, — Skn)
Lemma 4.1.5 kn52 k’n€2
< (L+0)kp —kn+ 1)+ (kn— (1 —0)kn + 1)
- ke
20k 2 1
_ e (5 Fo)<ed

]CnEQ kn
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flir hinreichend grofle n, weil § > 0 beliebig ist und &k, — oco. Somit gilt

P <|5Nn — Sk, |
v N,

fiir grofle n, und der Satz ist bewiesen. O

>s> < 20

4.2.2 Grenzwertsatz von Lindeberg

Im klassischen zentralen Grenzwertsatz wurden Folgen von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen betrachtet. In diesem Abschnitt
lassen wir die Voraussetzung der identischen Verteiltheit fallen und formu-
lieren einen allgemeineren Grenzwertsatz in der Form von Lindeberg.

Satz 4.2.3 (Lindeberg)
Sei {Xk, 1 <k <n,n e N} eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit den Eigenschaften

n
EX,, =0,0<o0p =Var Xp <00,k €{l,....,n}, > onp=1neN.
k=1

Falls fiir alle e > 0
n
Jm S E (X0 (1Xk] > ) =0, (44)
=1
dann gilt

n
d
I;Xnk —2 Y ~N(0,1).

Bemerkung 4.2.4

1. Im Satz 4.2.3 wird lediglich die Unabhingigkeit von X, innerhalb
der Serie k € {1,...,n} gefordert. Fiir unterschiedliche n kénnen die
Zufallsvariablen X, jedoch abhéngig sein.

2. Der klassische zentrale Grenzwertsatz stellt einen Spezialfall des Sat-
zes 4.2.3 dar: Falls {X,,},en eine Folge von unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen mit EX,, = u, 0< 0?2 = Var X,, <

VnENist,setzenwiank:)f}“ﬁ_a“, k=1,...,n n € N. Es gilt
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EXn, =0,Var Xpp =2 k=1,...,n, Yp 1=1und

S (X201 Xutl > o)
k=1

= B (e~ LK il > Vo)

=2
no =1

1

— L N2 B
Xk*ifzvert. O'ZE (\Xl 'U’) I(|X1 ,U| > O'\/ﬁ)
4

1
= —/ 22dFy(z) — 0.
lz|>0v/n

0'2 n—o0
Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes 4.2.3 erfiillt.

3. Die Lindeberg—Bedingung (4.4) impliziert auch gleichmdfige asympto-
tische Kleinheit von X,. Tatséchlich ergeben [20, Folgerung 4.6.2.]
und Relation (4.4) fiir beliebige £,0 > 0, dass:

EX2
max P(|X,x| > ¢) < max Z”k
1<k<n [20, Satz 4.7.1.] 1<k<n €

1 9 )
< = <
Ey 2 (o B (XRI0X00 < 0)) + max B (X210 > 0)))

<5+5> E (X%kl(|Xnk| > 5)) =20

, weil 0 > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann.

Fiir den Beweis des Satzes 4.2.3 brauchen wir eine Reihe von Hilfsergebnis-
sen.

Lemma 4.2.5 Fiir n € N seien y1,...,y, und z1, ..., 2z, komplexe Zahlen
mit |yx|, |2k] <1, 1<k <n.Dann gilt

n n
H Rk — H Yk
k=1 k=1

Beweis Verwenden wir eine Induktion bzgl. n. Der Fall n = 1 ist offensicht-
lich. Falls die Aussage des Lemmas gilt fiir n, zeigen wir, dass sie auch fiir

n
< Z 2k — Ykl -
k=1
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n+ 1 gilt.
n+1 n+1 n+1 n n n+1
H?/k— sz < Hyk_yn+1HZk + yn+1HZk— sz
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
< ynarl | TTwe =TT 2|+ |11 26| lynsr — 20a
7 k=1 k=1 k=1
S ——
<ILh_, lzxl<t
n n+1
< 3 k= 2kl F lynrr — zacal = Dl — 2l -
s, =

O]

Lemma 4.2.6 Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein n € N und
charakteristischer Funktion ¢ x. Dann gilt

S (1)
ox(t) = T EX"+ R(t), teR,
k=0 '

) |tX‘n+1 |tX‘n
()] <E ) .
|R(t)] < (mln{(n+ 0 -

Beweis Zeigen wir zundchst induktiv bzgl. n € N, dass fiir alle ¢t € R gilt

) i)™ tn+1 ™
e”—(l—l—it—}-...—i-(z? )‘ < min{ 4 2||'} (4.5)
. mn:

wobei

(n+ 1)V

Fiir n = 0 gilt e’ — 1| < |e¥| + 1 = 2, andererseits

| . 0o
\e“—u_U ds| < [7 1) ds =,
0 0

[
[ sas

=1
aus der Komplexanalysis. Daher

denn

< [17G)1d

e 1| < min {2, 1]} .
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Nun gelte (4.5) fiir ein n € N. Zeigen wir dessen Giiltigkeit auch fiir n + 1.

(is)"
!

t [/ noo
/ <e” — Z > ds
0 k=0
‘t| n+1 n
< / min 4 12 ol L g
Ind. Annahme 0 (n + 1)' n!
| [g|ntL It [o|m
< min / 5 ds, 2/ ﬁds
o (n+1)! o n!

|ﬂn+2 |ﬂn+1
= min , 2 ,
(n+2)!" “(n+1)!

wobei die vorletzte Ungleichung aus

/min{f,g} dr < min {/fdx, /gd:r} fir f,g >0 (4.6)

folgt (vgl. Abb. 4.1). Somit ist die Giiltigkeit von (4.5) bewiesen. Nun erset-

Abbildung 4.1: Illustration zur Ungleichung (4.6)

zen wir ¢ in (4.5) durch ¢X und bilden Erwartungswerte an beiden Seiten.
Dann bekommen wir

n(it)F

n -k
k itX (@)" ok
px(t) =) S EXT < Bl -} =X
k=0 k=0
Xl x|
< Emin [#X] , 2’ | .
(4,5) (n + 1)! n!
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Beweis des Satzes 4.2.3 )

Sei S, = Y 11 Xk ,n € N. Es geniigt zu zeigen, dass pg, (t) — e~ T fiir
n—oo

alle t € R nach dem Satz 3.3.6, wobei

n n
©s, (t) — Reiont — | (ei Zk:l X'nkt) — H EeiXnkt — H o (t) , teR
= =1

wegen der Unabhangigkeit von X,x, k=1,...,n
Aus Lemma 4.2.5 folgt

_2
SOS ( nk 2
n n 02kt2
H90Xnk H SZ X, (t) —e 72
Ek 1 nk =1 k=1 k=1 k=1
n 2 12 n 2 ¢2 o2yt
<D |exul Tnh Z o
k=1 k=1

Es muss gezeigt werden, dass beide Summen in der Abschétzung gegen Null
konvergieren fiir n — co. Wenden wir Lemma 4.2.6 an:

2 42 3 2
ot tX tX
gpxnk(t)— (1—”k ) < Elmin{ nk| s 2| nk| }

3! 2!

< Emin {1} Xol?, [12X2} - (L Xn] < ) + (| Xi| > €))
< WPE(Xul® 1(Xael <))+ [H7E (X2 - 1(1Xoi] > )
N—_——
<eX?
<

e[t EXZ, +7E (X2 - [(|Xu| > €)) , £>0.
N——

— 2
=0k

Aus Y74 02, = 1 und Bedingung (4.4) folgt

£ (%)

k=1
weil ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann. Aus der Ungleichung

<eltf Zank +42 ZE( 2 H{|Xoi| > €})

=1

— 0,

n—oo

e — 1+ | < 2?

fir |z| < % und der Tatsache, dass t? maxj<p<, 02, < % fir hinreichend
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groBe n (vgl. Bemerkung 4.2.4, 3): maxj <<, 02, — 0 folgt
- n oo

n 0-2kt2 Uzth t4 n 4 t4 2 n 2
_ Ink” z - .
2l- Ty e T S 2 o S X v D O
k=1 k=1 - = k=1
——
=1
t4

Der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 4.2.7 Statt die Zufallsvariable X,,; in der Formulierung des
Satzes 4.2.3 zu verwenden, konnen auch die Zufallsvariablen {X,,} (wie im
klassischen zentralen Grenzwertsatz) verwendet werden, wie folgende dqui-
valente Formulierung zeigt:

Satz 4.2.8 (Lindeberg)

Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit EX,, = p,,,

0<o?=Var X, <oco,n€N.Sei S, =71 Xy, D2 =3}_, 0. Falls
B2 2 E (X = )+ 11X, — ] > eDn)) — 0,

dann gilt

_ n
SnZ k=l 4,y (o)1)

D, n—00

Beweis Setzen wir X, = X’V,ﬁfn“k und wenden wir den Satz 4.2.3 auf diese

Folge von {Xnk}ZS? an, die den Voraussetzungen des Satzes gentiigt. O

Folgerung 4.2.9 Sei {X,,},en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen mit |X,| < ¢ < co,n € N und D, —2, 00 Dann gilt der zentrale
n—oo

Grenzwertsatz in der Form des Satzes 4.2.8.

Beweis Wir missen die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung (4.4) priifen:
aus der Ungleichung von Tschebyschew folgt

E (X —pm)® (1 Xe — el > D)) < (20)°P(IX = el > eDn)
| Xk|<c|EXg[<c
2Ok

< 4c
- e2D2

fir 1 < k < n und somit

n >k
TZE«Xk—Mk)Q'I(le—MkI >6Dn)) < 4c = — 0,
n k=1
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weil D2 — oo. O
n—oo

Bemerkung 4.2.10 Aus den Sdtzen 4.2.3 und 4.2.8 ist ersichtlich, dass die
Lindeberg—Bedingung (4.4) eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit
des zentralen Grenzwertsatzes ist. Es gibt aber auch andere Bedingungen,
die wir jetzt auflisten:

1. Feller-Bedingung:

max. EXq — 0. (4.7)

2. Gleichmdf$ige asymptotische Kleinheit der Summanden:

max. P(| Xk > €) =20 Ve > 0. (4.8)

3. Ljapunow-Bedingung:

n
Y E|IX Pt — 0 (4.9)

n—00
k=1

fiir ein 6 > 0.

Zwischen Thnen gilt folgende Relation:
(4.9) = (44) = (4.7) = (4.8)

Die Relation (4.4) = (4.7) = (4.8) wurde bereits in der Bemerkung 4.2.4
gezeigt. Die Relation (4.9) = (4.4) zeigen wir im Satz von Ljapunow (vgl.
Satz 4.2.13) Im folgenden Satz wird behauptet, dass unter gewissen Voraus-
setzungen die Lindeberg—Bedingung auch notwendig fiir die Giiltigkeit des
zentralen Grenzwertsatzes ist:

Satz 4.2.11 (Lindeberg—Feller)
Sei { Xk }k=1..n, nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvaria-
blen mit

EX,r =0, k=1,....n, néeN,
O<Uzk:Vaank<oo, k=1,...,n, néeN,

n
k=1
Falls eine der Bedingungen (4.7) oder (4.8) gilt, dann ist die Lindeberg—

Bedingung (4.4) hinreichend und notwendig fiir die Giiltigkeit des zentralen
Grenzwertsatzes in der Form

n
Y X -5 Y ~N(O,1).
k=1
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Beweis siche [19, 334-335]. O

Wie folgende Beispiele zeigen, ist die Lindeberg—Bedingung im Allgemeinen
nicht notwendig:

Beispiel 4.2.12

1. Lindeberg—Bedingung ist nicht notwendig:
Sei { X, }nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvaria-
blen mit
X, ~N(0,02), 08 =1,02=2""2n>2.

Fir S, = ?:1 X, gilt dann

n
Di=Var S, =Y ol =1+1+2+22+ . +2"?
j=1

1—2nt
=1 -2 | =9nl

somit

1 n
und Y X, ~N(0,1),n €N,

Xop = 28 ~
g N(0,25-71) | >2 P

X N(0,217m) k=
Dy,

d.h. es gilt der zentrale Grenzwertsatz.
Allerdings

o
max EX2, =

2

n o __ V —

— = Var X,,, =

1<k<n ™ D2 "

0,

n—oo

N

somit ist die Bedingung von Feller (und folglich die von Lindeberg)
nicht erfiillt.

2. Folge { Xy, }nen, fur die der zentrale Grenzwertsatz nicht gilt:
Sei {Y}, }nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen

1 it Wkt. L
Yn:{’ m 2, meN.

—1, sonst

Definieren wir X,, = ‘i—}TE’Yn, n € N. Die Folge {X, },en besteht aus
stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen mit

JRVGE
-

15

EX, o

EY, =0 und Var X,, = 4175;\/&1“ Y, =
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Somit gilt fir S, = 3774 X;, ES, =0,
L 1 1 1
2 _ _ - il
D? =Var S, = Z:Var X;=15 (16 + (16)? +...F (16)n>
7=1
11-167"

1

Deshalb D2 — 1. Weiterhin hat man mit Wahrscheinlichkeit 1
n—oo

1 1 1

4n

1 1-3 V15 (1 1)
4 1-1 3
und somit

S, _ V15 (1 %)

i

<2 f.s.

d
fiir grofe n, was darauf hindeutet, dass g—” f Y ~ N(0,1), da der
n n-5o00

Tréger von N(0,1) unbeschréankt ist. Mit Hilfe des 3-Reihen-Satzes
(vgl. Folgerung 3.6.7) kann man hier zeigen, dass aus

Yore VarXy, < oo gerade Y 7o) Xi < oo f.s. folgt. Somit muss der
Zentrale Grenzwertsatz nicht gelten!

Satz 4.2.13 (Bedingung von Ljapunow) Sei { X5} k=1..n nen eine Folge von
stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen mit

EXp=0,0<o05,=Var Xp, <oo Vk=1,...,n, Y oa=1 VneN.
k=1

Falls zusétzlich die Ljapunow—Bedingung 4.9) (Bemerkung 4.2.10) gilt fiir
ein § > 0, dann gilt

n
d
> Xk —2 Y ~N(0,1).
k=1

Beweis Zeigen wir, dass aus der Ljapunow—Bedingung die Lindeberg—Bedingung
folgt: Fiir alle 6 > 0, € > 0 gilt

X\ 2 X,
E(sz'l(‘Xnk‘ >€)) :£2E<<€k> -I<|8k|>1>>
249
<R ((Xm) 5 <‘Xk
g e

> E (Xﬁk (| X k| > a)) < SEXpPT — 0.
k=1 k=1

> 1)) < e 0 E|Xu)*H?

und somit

Somit ist die Lindeberg—Bedingung erfiillt, und die Behauptung des Satzes
4.2.13 folgt aus dem Satz 4.2.3. O
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Beispiel 4.2.14 Sei { X, },en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen
mit
{n, mit Wahrscheinlichkeit %,
X, =

—n, mit Wahrscheinlichkeit %

Es gilt EX,, =0, 02 = Var X,, = n?, fiir § = 1

E| X, > = E|X,|>=n3,neN,

somit
" i 1 n—1\% 1 1\? 1
2 _ 2 _ 2_ .3
k=1 k=1
1 3
~ n?’/ x2dx:n—,
n—00 0 3
i U 1 n—1\% 1 1\% 1
S EIX[FT = Zk3:n4<n+( - ) -n+...+<n> -
k=1 k=1
1
~ n4/ 22 dr =
n—oo 0
Daraus folgt fiir Xnk:g—zundézl
n n_EX 3 &4 4
I e+
k=1 n ( n3) n2
3

Somit ist die Bedingung von Ljapunow erfiillt und fiir > ;_; X,x gilt der
zentrale Grenzwertsatz, d.h.

n
X

\/32’“—7}),’“ L, Y ~ N(0,1).
nz n—oo

4.2.3 Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt méchten wir die Schnelligkeit der Konvergenz im zentra-
len Grenzwertsatz untersuchen. Damit aber diese Fragestellung tiberhaupt
sinnvoll erscheint, muss die Konvergenz im zentralen Grenzwertsatz gleich-
maéafig sein:

— 0.

su
b n—00

zeR

%W Sx) ()

Das ist tatséchlich der Fall, wie aus der Stetigkeit von ®(z) und dem fol-
genden Lemma 4.2.15 hervorgeht.
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Lemma 4.2.15 Sei X,, %) X, wobei F,(z) = P(X, < z) und

n—oo
F(x) = P(X < ). Falls F(z) fir alle x € R stetig ist, dann konvergiert Fj,
gleichmdfiig gegen F':

sup |Fy(z) — F(z)] — 0.

Das Hauptergebnis des Abschnittes 4.2.3 ist folgende Abschéitzung der Kon-
vergenzgeschwindigkeit im klassischen zentralen Grenzwertsatz.

Satz 4.2.16 (Berry—Esséen)
Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit EX,, = u, Var X,, = 0 > 0, E|X,,|? < 0o. Sei

Z?:l Xj—np

F,(x)=P < NG

SSE), reR, neN.

Dann gilt

c E[X1 —pf
Fo(z) — ®(x)| < S 7 HD
2161% n(z) — @(z)] < oy

. . . 1 1
wobei ¢ eine Konstante ist, Nor < ¢ <0,4785, ol 0, 39894.

Beweis des Lemmas 4.2.15
Sei € > 0 beliebig, ein k > 1 (<= 1 < ¢). Wihlen wir

cop = —0Q, Cj:F_1<‘]7€), jZl,...,k‘—l, Cp = Q.
e _+Q
Cho C1 C2 Ck—1 Ck
Es gilt
j -1 1 .

Zu zeigen ist es, dass Ve >0 dng: Vn>ngVa <b
|F(b) — F(b) — F(a) + F(a)| < const-¢.
Es existiert ein ng :
Vn>ng |Fu(cj) — Fu(e) — Fej) + F(e)| <e V1<i<j<k, (411)

wegen F,(z) — F(z) VxeR.

n—oo
Fiir alle a < b existieren 4,j : a € [¢;,¢i41), b € [¢,¢j41) . Sei X, eine
Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F},. Dann gilt:
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1. Untere Schranke

(a) Falls i < j, dann

E,(b) — F,(a) = Pla< X, <b) > P(cit1 < Xpn <¢j)

[a,b]D[eit1,¢4]
(4?1) F(cj) — F(ciy1) —¢€ (4?0) F(b) — F(a) — 3e.
(b) Falls ¢ = j, gilt analog dazu
Fo(b) — Fy(a) >0
und da [a, b] C [¢;, ¢i+1] und F(b) — F(a) < € auch
Fo.(b) — Fy(a) > 0> F(b) — F(a) — €.

2. Obere Schranke

(a) Falls¢ >0, j+1 <k, dann
Fn(b) — Fn(a) < P(Ci <X,< cj-i-l) < F(b) — F(a) + 3¢,

wie in la).
(b) Fallsi=0, j+ 1<k, dann

Fn(b) — Fn(a) < P(Xn < Cj+1) =1- P(Xn > Cj+1)
< 1—Pcj41 < Xp < 1)
< 1-— F(Ck_1) +F(Cj+1) + €
<e
< F(b) +3c < F(b) — F(a) +\4£/.

F(Cj_H) — F(b) +F(b)
—_—

<e

weil F(a)<e

(c¢) Falls ¢ >0, j + 1 = k, analog zu 2a), 2b):

Fob) — Fu(a) < Plei<Xp)=1-P(Xp<c)<1—Flc)+e
< F(b)—F(c)+2 <  F(b)—F(a)+3e,

|Ci—a|<z
weil 1 — F(b) < e.
(d) Fallsi=0, j+ 1=k, dann
Fo(b) — Fy(a) < 1 < F(b)— F(a)+ 2¢.

weil F(a)<e, F(b)>1—¢

Also
Ve>0 dng:Vn>ng |Fo(b)—F(b) — Fy(a)+ F(a)| < 4e.
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O]

Fiir den Beweis des Satzes 4.2.22 wird eine Reihe von Hilfssédtzen bendtigt:

Lemma 4.2.17 (Fourier—Umkehrformel)

Sei X eine Zufallsvariable mit der charakteristischen Funktion

ox(t) = Ee™X. Falls |ox| € L*(R), dann besitzt die Verteilung von X eine
Dichte f(z) = 5 [p e ™¥px(y) dy, die beschrénkt ist:

£@) <5 [ lexwldy, weRr.

Beweis folgt aus Satz 2.2.7, 2).

Lemma 4.2.18 (Riemann-Lebesgue)
Ist f: R — C eine Funktion mit |f| € L*(R), so gilt

A—+oo

gp(/\):/ReiMf(:E)dm — 0.

(Ohne Beweis, vgl. [8, Satz 1.17.14]).

Lemma 4.2.19 Seien F und G zwei Verteilungsfunktionen, wobei G diffe-
renzierbar auf R ist mit G'(z) < m < oo, z € R. Fiir ein T' > 0 sei vp(z)
die Dichte

11— cos(Tx)
UT(I‘) = ;T s T € R
der Verteilung vp.
Es gilt
12m
sup |F(z) — G(z)| < 2 | sup / At — z)vp(z) de| + — |,
z€R teR | /R T

wobei A(x) = F(z) — G(x) fur jedes x € R.
Beweis Fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

o = sup|F(z) — G(z)],
zeR

AT() = /RA(t—x)vT(x) dz = (A vp)(t),

o = sup|AT(t)].
teR

Fiir ein beliebiges ¢ > 0 existiert ein g € R: o < |F(x9) — G(xo)| + €.
Setzen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraus, dass
F(SEQ) > G(.’)’Jo) . Es gﬂt
A(zo +5) =F(z0 +s) — G(xo + )
> F(zg) — G(xg) —ms
>o0—e—ms Vs>0,
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weil
G(JUQ) — G(Io + S)

S

>-—m-—-46furs—0.

F(xo+s) > F(zp), s >0,

Fir h = 5%, t =x0 + h und x = h — s (somit zo + s = ¢t — x) erhilt man

A(t—x)zg—a—m<2fn—x> :g—g—s+mx:g—€+mx
=T0+s

fir alle |z| < h, da s = h — 2 > 0 sein muss. Fiir |z| > h kénnen wir einfach
A(t — z) > —p schreiben. Somit gilt

AT(H)] > /RA(t—a:)vT(a:)d:c

—AT(1)

/x|<h <g —et mx) vr(z) dz — Q/xbh vr(z) da.

Da aus Symmetriegriinden f\x|§h zvp(x)dx = 0 ist, folgt

AT ()] > <Q —5) (/ —I—/ )vT(x) dx
2 lz|<h  Jjz|>h
=1
0
— ( —8)/ vr(x) de — g/ vp(x) dz
2 lz|>h |z|>h
0 30 0 3 4
> 2.2 de>2 e 2, =
-2 2 \x|>th(m) ve 2 c QQTFTh
%:2m
0 3 2m 0 12m
= 2 -y 2
2 2 T 2 T
weil
1 / 1 — cos(T'z) 4 2/ sin? (%) d(Tx)
— —————dr = - ——=2d(Tx
T Jjz|>h x? T JT\zp>Th (Tx)?
— ] 2
y=Tx 2/ sin (324/2) dy < 2/ %dy
T Jig|>Th Y T Jiy|>Th Y
4 1 4 1\ [*° 4
T Jy>Th Y ™\ y/)lrn  7Th
4
- - vr(x)de > ———.
|| >h r(e)de >~y

Also zusammengefasst gilt |[AT(¢)| > § —e — 122 Somit erhilt man
12m n
—F +e¢.
T

Da € > 0 beliebig ist, folgt fiir ¢ — 0 die Behauptung. O

g < max AT ()| +
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Ubungsaufgabe 4.2.20 Beweisen Sie, dass die charakteristische Funktion
der Verteilung mit der Dichte

1 —cos(Tz)
'UT(.’IJ) = W’ zeR
folgendermaflen aussieht:
itx 1- %7 |t| <T
or(t) = / e"op(z)dr =
R 0, sonst.

Bezeichnen wir vp(z) = [*_ vr(y) dy als die Verteilungsfunktion mit Dichte
vr.

1Lapr(t)

T T

Abbildung 4.2: Charakteristische Funktion ()

Lemma 4.2.21 (Ungleichung von Esséen)

Seien F(x),G(x) zwei Verteilungsfunktionen mit charakteristischen Funk-
tionen f(t), g(¢). Falls G(z) eine Ableitung G'(x), x € R mit

sup,er G'(x) < 0o besitzt, dann gilt fiir alle T > 0

t) — alt 24 /
f()tg()’ dt + 5 sup |G (@)].

T
sup |F(z) - G(z)| < = /

z€R ™

Beweis Wir wollen annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung endlich

ist, also
ft) —g(t)
t
integrierbar, sonst ist die Ungleichung trivial. Wir werden die Verteilungs-
funktion “glitten”, indem wir y = F % vp und v = G * vy betrachten.
Seien ¢, bzw. ¢, die dazugehorigen charakteristischen Funktionen. Da fiir

Z ~u Z 4 x 4+ Y gilt, wobei X, Y unabhéngige Zufallsvariablen mit
X ~ F,Y ~ vp, bekommt man somit ¢, = f - o1, ¢, = g- @1, Wobei pr
die oben genannte charakteristische Funktion von v ist. Da @7 und somit
©u, v auBerhalb von [T, T verschwinden, sind sie insbesondere integrier-
bar, somit hat man mit Hilfe des Lemmas 4.2.17, dass p und v absolut stetig
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sind mit Dichten

) = o [ e er@ @ s,
T
10 = o [ e er@ge) da

1T,
= fult) = fu(t) = / e " (f(2) = g(@))pr(x)de.  (4.12)

2 Jor

Um die Ungleichung von Esséen zu beweisen, benutzen wir Lemma 4.2.19,
wobei

AT@) = /RA(t—x)vT(x)d:r

r . z) — gz
=(F*xvp—G=xop)(t) = % /_T e’t“”:f()_z_mg()w;p(x) dz. (4.13)
I v

Somit folgt daraus

_ite [ () — g9()

1 T
o= AT(@#)] < 7/ .
‘ p A I —, er(@)| de
1 (T ) . LT -
< —/ \e—nﬂ,‘(ﬂf)g(”«’)’.,w(@, dng/ f@) = g(@)|
2 T N—— T o - "
=1 S"l

™ x

_ 1T f() —g(@)]
= —/0 ——dx

und aus Lemma 4.2.19 die Behauptung des Satzes. Der Integrand auf der
rechten Seite ldsst sich nach oben durch

f(x) —g(z)

X

abschétzen, wie wir soeben gesehen haben. Diese Schranke ist integrierbar.
Somit kann man die beiden Seiten der Formel (4.13) bzgl. ¢ differenzieren
(nach dem Satz von Lebesgue). Dabei bekommt man genau die Gleichung
(4.12). Daraus folgt, dass

1 /T . —
AT(t) —_ 7/ e—ztxf(x) i g(x)QOT(fL') dx + ¢
27 J_r —T
fiir eine Konstante ¢ € C. Da AT(t) = F x vp(t) — G * vp(t) 2 1-1=0
und nach Lemma 4.2.18 dasselbe fiir
[ et

7 T @

gilt, folgt ¢ = 0, und der Satz ist bewiesen. O
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Den Satz von Berry—Esséen formulieren und beweisen wir in einer etwas
allgemeineren Form, woraus Satz 4.2.16 folgen wird.

Satz 4.2.22 (Berry-FEsséen)
Sei {X,,} eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit EX,, = 0 und
02 = Var X,, € (0,00). Dann gilt fiir alle n:

c n
sup [F(z) — D(x)] < ———— D EIX;P,

z€R n 2\2 =1
(Zjeref)

n X

Fo(z)=P ng .
n 2
j=17j

Bemerkung 4.2.23
Falls X; unabhangig identisch verteilt sind mit 0 < 0% = Var X; < oo,
u=[EX;, dann gilt

wobei ¢ = 8.74 und

n
of =no®, Y EY] = nE[?
j=1 j=1

fir Y; = X; — pund

i EY P nEWP EjXy - P

( n 02)% -~ ny/no’ V/no?

j=1%j

Somit ist der Satz 4.2.16 fiir ¢ = 8.74 bewiesen. Diese Uberlegungen kénnen

verfeinert werden. Dann folgt \/% < ¢<0,4785, vgl. [23].

Beweis des Satzes 4.2.22
Nach Lemma 4.2.21 gilt

%

Py X (x) —e”

2 (T D 24
= sup |Fh(x) — P(z <—/ n dx + ,
On xe%’ n( ) ( )| = 0 ‘l" Tr - /727_(_
wobei
& 1
D? = 032- und r;lgﬁ(@’(x)\ = Wors T>0

Jj=1

Desweiteren gilt

@M(l‘) =Py X (i) = ﬁgpxj (gn) ,
Dy,
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weil X; unabhéingig sind und genauso

[N

ol 2

2 72?:1 D

_zZ
e 2 =e

.

z_
2

S

22

Q
:Um‘k M)

1
; o — 13 . 3 3. — =z e 2
Bezeichnen wir a; = E[X;[°, a = 377 of, B; = ¢x; (Dn)’ v =€

Sei n beliebig aber fest. Falls ein j existiert, sodass o; = 0o, dann ist die Un-

gleichung im Satz 4.2.22 trivialerweise erfiillt. Deswegen setzen wir voraus,
8D3
9o *

dass aj < 00Vj =1...n. Setze T' = Somit gilt

o (T |\I1i=1 B — [1i=1; 24
Qné—/ ‘ : ! ‘d +
0

T .
x T 27

™

Zeigen wir, dass

n n
I16-11v
=i

9T \ 6 72

8 55zt _s2
< <W+ |x’>e—s, 2| < T (4.14)

gilt. Daraus folgt die Behauptung des Satzes, ndmlich

9 (T |1z B — ITj=1 2 (o 2 (g2
—/ ’ = ]1j‘dx§8 —/ e s x——i—iwg dx
0 0

T T 9.-Tr 6 72

_3 —9
_ 1 1_1(1) QF(3)+5_1(1> r(2)
9-T7T\*/" 6 21\8 2 72 21\8 ——

=1

3
16 82 1 32-5 16 8-2v/2 5-16-2
_9-Tw<m'2ﬁ+ 72 >_9-T7r (4-3-2ﬁ+2-4-9>
16 (221 5-4 32 5.9
= = 2 _—
9-T7r< 5 T 9) 27-T7r<” T 3)

k+1

(+ mit Hilfe der Formel [;°z¥e ™" do = IN"5 T (551) k€ Zy, A > 0).
Daraus folgt

132 2 5-2 24 8 8
on < (f + ) <27(7r +5v27) + 3>
—_———

- + e
T27 \ 7 T Trnv2r  Tw2rw
_2m+5-2V2nm
V-
8 1 8 «
= . — 5V 2 27) = — - ¢,
9-5D3 27r(3(7r+ ™)+ ) D3 €

wobei ¢ = —J— (§(m +5v2m) + 27) ~ 8,74.

Jetzt beweisen wir die Abschétzung (4.14). Nach dem Lemma 4.2.6 erhalten
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wir
2.2
L o
2
2.-Dz

ajlzf?
6- D3

81 =[x, (5| <

bis zur 3. Ordnung, weil EX; = 0. Betrachten wir ausschlielich |z| < T.

Falls 0;T < Dy,\/2, dann gilt ojlz| < o;T < D,,v/2 und somit
2,2
j

2D2

1-— >0, |z|<T.

Unter der Anwendung der Ungleichung 1+ = < e”, z € R folgt daraus

( 2Tt
‘BJ| <e " s
weil [z| < T.

Falls o;T > D, /2, dann gilt

was aus der Ungleichung —;ﬁ +3 D3
der Ljapunow—Ungleichung !

o > oo > [ Dnv2 UJQD”\&.Q\/E é.aﬂzD”
T X~ T <~ T 3 3T
0;T>DnV?2 2v2
s 3-aT o 3-oyT
— % ST4p, — 2.p2° 8.DB
= % L2oal sy
2. D2 8 D3 =

Daher gilt in jedem Fall |3;] < oj, 2| < T'.
Trivialerweise folgt
2 ; o

_1.% .2 (_2~UD2 +§.D3T>x2
Dt <e " " =0;, Vz|<T, j=1...n.

N

il = e

Da on = supg |Fi(z) — @(x)

< 1, so ist die Berry-Esséen—Ungleichung
trivialerweise erfiillt, falls %

P(z)]
Di > = gilt. Daher werden wir im Folgenden stets
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a 1 _8D3 g a\lo_s 16 )
o5 < g:>T— o = g(ﬁ> > g-ﬁ—gannehmen. In diesem Fall
gilt fir alle j =1...n
n 1 3 coyT
o < ool (St + ZmaT)
=1 145 n 8D
1]
1 o? 3aT
< S (R A IRl IR
- eXp{<2< D3 8Df:> }
1 102 3a-8
< - - ) 77D73 2
= eXp{( s Topz gy )7
T==5*
) olhede 3 )e)es
e exp 5 3 3 x <e
Dy =1 <~
§%<%<1
weil
1 1 1 1 1 -324+1 31 5_ 4 1
2 3 32 6 32 6-32  6-32— 32~ 32 8’
falls 7L < 471 < 1 pan o 4 . dann gilt
D, = 3" =g 3T &
o2 3o T 02 O'3T 2
0 = eiﬁ+8[§% > eiﬁ+%g’7§l > exp{1 gL (—1 + 3UZT> } > el =
S 2 D2

4D

o 4
>0, da gL>4T

und somit

- - 1 Yo 350 al) 2}
< |1]d= —=
El_ll—[ ! exp{( > D2 + 8D2 T

= =1
% Hfl
1 3aT 1 _2?
< exp +§ﬁ+32 <e 8.

Es gilt zusétzlich

%07 2207
_ < -1 -1
181 — il < B—1+ 2D2 + =1+ 2D2
3
< 2] Oél i . / Xa(
Lemma 4.2.6 3. 4‘ D
*83
lz]3ay  xto}

6D3 ' 8-Di-



KAPITEL 4. GRENZWERTSATZE 105

Daher bekommt man

B 6D} 8D;§ 6D3 8D2
< |z L& zt - 2|2 N zt S a
<~ 6D} I 3

- D WeilDL%<% 6D':r31 8\3/6 Dn
_ !wl3 o _ (kP =381
- D3\ 6 '8¥6)9T’

((x) of < af < as - aq nach der Ljapunow—Ungleichung, weil a = YL, oy
ist.)

~

qa 81
weil DS = 9T
4

3

Zusammenfassend erhalten wir

n n
115 -1]n
=1 =1

< Z!ﬁl’---‘ﬂj—l‘(5j—7j)"vj+1-..--’yn

< 251 2 0j—1 01 O B —
L2 |z 5 ,\ _a2
< R (0 bl B
—egg’ %|_9T<6+72 )68’
weil f =0,068... < 0,0694. 72 , und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 4.2.24 Die Konstante ¢ im Satz 4.2.16 kann in der Tat nicht
kleiner als \/% ~ 0,4 sein, wie folgendes Beispiel zeigt. Somit ist die untere
Berry—FEsséen—Schranke scharf ohne weitere Voraussetzungen an die Zufalls-
variablen X,,.

Sei {X,,} eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen,

wobei

X _ 1, mit Wkt.
" 1-1, mit Wkt.

N[ D[

Somit gilt fiir gerade n

2P (znjxj<o) +P<§njxj:0> =1,

Jj=1
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weil aus Symmetriegriinden P (Z X; < O) P ( i1 XG> O) gilt. So-
mit gilt nach der Stirlingschen Formel n! &~ (2)" \/27n,n — oo, dass

Py X;<0]—=
j=1

Q

Da EX,, =0, Var X,, = 1 = E|X,,|3, gilt somit
sup [Fp(z) — ()] = max{[Fn(0) —®(0)],| F.(0-0) —2(0)[}
—_——— ——

zeR
P fjx<o !
= 2

In den Séatzen 4.2.16 und 4.2.22 haben wir immer die Existenz des dritten
Momentes von X,, vorausgesetzt. Der zentrale Grenzwertsatz in Form von
Lindeberg geht lediglich von der Existenz der zweiten Momente aus. Deshalb
geben wir im néchsten Satz die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen
Grenzwertsatz fiir den Fall, wenn lediglich die Lindeberg—Bedingung erfiillt
ist.

Satz 4.2.25 (Berry)

Sei {X;,}952, eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit EX; = pu;
und 0 < Var X; = 02 < co. Sei

n 1 n
= 07 und Ly(6 —22 ( )2 I(1X; — Mj|>5'Dn))
=1 Dr A

~ T
n—00 /9 \/ﬁ

v

SOmltlStC>F~O4

fiir alle § > 0. Dann existiert eine Konstante D > 0 mit der Eigenschaft:
Aus L, (6) < 63 folgt

On = SUp |Fn(ﬂ3) — @(.’E)‘ < D)
zeR
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fur alle § > 0, wobei

noox. Ny
Fn(a:):P< =1 ]D ZJ_IM]S&:), reR

ist.

Ohne Beweis. Siehe den Beweis in [8, 171].
Bemerkung 4.2.26 Da die Lindeberg-Bedingung (in einer ihrer Formen)

Ln(§) — 0, §>0

n—oo

ist, kann somit “quasi” behauptet werden, dass

sup |F(z) — ®(x)| < const - /L, (9) .

zeR



Kapitel 5

Theorie zufalliger Funktionen

In diesem Kapitel werden zuféllige Funktionen in ihrer allgemeinen Form
vorgestellt. Dieses Konzept ist vor allem in den weiterfithrenden Kapiteln
wichtig, da es die Grundlage fiir das Verstdndnis von Stochastischen Pro-
zessen liefert.

5.1 Zufallige Funktionen
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-Raum und (S, B) ein MeBraum,
0,8 +0.
Definition 5.1.1 Ein zufdlliges Element X :  — S ist eine F|B-messbare
Funktion (Schreibweise: X € F|B), d.h.,
X' B)={weQ:X(w)eB}eF, BekB.
Falls X ein zufilliges Element ist, dann ist X (w) eine Realisierung von X
fiir beliebiges w € Q.

Die o-Algebra B bestehend aus Teilmengen von S heifit von M (Elemente
von M sind Teilmengen von S) induziert, falls

B= N F
FOM
F-o-Algebra von S
(Schreibweise: B = a(M)).
Falls § ein topologischer oder metrischer Raum ist, so wird M meist als

Familie aller offenen Mengen von S gewéahlt und o (M) wird Borel o-Algebra
genannt (Notation: B = B(S)).

Beispiel 5.1.2

1. Falls § = R, B = B(R) dann nennt man das zufillige Element X
Zufallsvariable.

108
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2. Falls § = R™, B = B(R™), m > 1, dann nennt man X Zufallsvektor.
Zufallsvariablen und Zufallsvektoren wurden bereits in ,,Elementare
WR und Statistik“[20] betrachtet .

3. Sei § die Familie aller abgeschlossenen Mengen von R™. Sei
M={{AeS: AN B+ 0}, B belieb. kompakte Menge in R},

B = o(M). Dann nennt man X : Q — S eine zufdllige abgeschlossene
Menge.

Ein Beispiel fiir eine zuféllige Menge kann wie folgt konstruiert werden: Seien
Y1,...,Y, € [0,1]™ n unabhingige gleichverteilte Punkte und Ry,..., R,
stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf (Q, F, P) mit Ry,..., R, >0
fast sicher. Sei X = Ul {Bg,(Y;) mit B,(z) = {y € R" : |y — z| < r}.
Offensichtlich ist dies eine abgeschlossene zuféllige Menge.

PSS

Abbildung 5.1: Beispiel einer zufilligen abgeschlossenen Menge
X = UL, Br, (V)

Ubungsaufgabe 5.1.3 Seien (€2, F) und (S, B) messbare Rdume mit

B = o(M), wobei M eine Familie von Teilmengen von § ist. Zeige, dass
X : Q — S F|B-messbar ist genau dann, wenn X ~!(C) € F mit C € M
gilt.

Definition 5.1.4 Sei T eine beliebige Indexmenge und (Sy, B;)ier eine Fa-
milie von messbaren Rédumen. Eine Familie X = {X(¢),t € T'} von zufalli-

gen Elementen X (¢) : Q — S; auf (Q, F, P) und F|B;-messbar fir alle t € T
heiflt zufallige Funktion (assoziiert mit (S, Bi)ier)-

Deshalb gilt, dass X : Qx T — (S, t € T), d.h. X(w,t) € S fiir alle w € Q
mit ¢t € T und X (-,t) € F|B, t € T. Oft schreiben wir X () anstatt X (w, ).
Manchmal héngt (S, By) nicht von ¢t € T ab: (S, B;) = (S, B) fiir alle t € T..

Beispiel 5.1.5
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1. T C Z : X heiBt zufillige Folge oder (zeit-)diskreter stochastischer
Prozess (Zeitreihe).
Zum Beispiel T'= Z, N.

2. T CR: X heifit (zeit-)stetiger stochastischer Prozess.
Zum Beispiel T'= R, [a,b], —00 < a < b < 00, R.

3. TCRY d>2:X heifit Zufallsfeld.
Zum Beispiel T = Z%, R, R?, [a, b]".

4. T C B(RY) : X heiBt Mengen-indizierter Prozess.
Falls X(-) > 0 f.s. und o-additiv auf der o-Algebra T ist, dann heifit
X ein zufdlliges Map.

In den Fallen 1. und 2. kann ¢t € T als Zeitparameter interpretiert wer-
den. Fiir jedes w € Q nennt man {X(w,t), t € T} Trajektorie oder Pfad
der zufélligen Funktion X. Wir mochten zeigen, dass X = {X(t), t € T'}
ein zufalliges Element im entsprechenden Funktionenraum mit folgender o-
Algebra ist:

Sei St = [[;er St das kartesische Produkt von &, t € T, d.h., X € S7 falls
X (t) € S, t € T. Die elementare Zylindermenge in Sy ist definiert als

CT(Bt) = {X € ST : X(t) S Bt},
wobei t € T ein ausgewédhlter Punkt in T ist und B; € B; eine Teilmenge

von S;. Also enthilt Cr(By) alle Pfade von X, die durch das ,, Tor* B, gehen
(vgl. Abbildung 5.2).

X(t) +By

i

T

t
Abbildung 5.2: Zwei Pfade durch das ,, Tor* Bs.

Definition 5.1.6 Die zylindrische o-Algebra Br ist die o-Algebra induziert
in St durch die Familie aller elementaren Zylinder.

(Schreibweise: By = ®crB;). Falls By = B fiir alle t € T, dann schreiben
wir BT anstatt Brp.
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Lemma 5.1.7 Die Familie X = {X(t), t € T} ist eine zuféllige Funktion
auf (2, F, P) mit Zustandsraum (S;, Bt)ier genau dann, wenn fiir w € Q die
Funktion w — X (w, ) F|Br-messbar ist.

Ubungsaufgabe 5.1.8 Beweise Lemma 5.1.7.

Definition 5.1.9 Sei X ein zufilliges Element X : @ — &, d.h. X ist
F|B-messbar. Die Verteilung von X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf
(S8, B), sodass

Px(B)=P(XY(B)), BeB.

Lemma 5.1.10 Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (S, B) existiert ein
zufélliges Element X mit p als Verteilung.

Beweis Wihle Q =S, F =B, P=pund X (w) = w, w € . O

Unter welchen Bedingungen existiert eine zuféllige Funktion mit vorgege-
benen FEigenschaften? Eine zuféllige Funktion bestehend aus unabhéngigen
zufilligen Elementen existiert immer. Diese Tatsache ist auch bekannt als

Satz 5.1.11 (Lomnicki-Ulam,)

Sei (8¢, By, put)ter eine Folge von W-Raumen. Es existiert eine zuféllige Funk-
tion X = {X(¢), t € T} auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) (mit
Zustandsraum (S, By)ier), sodass

1. X(t), t € T sind stochastisch unabhéngige zufillige Elemente,
2. PX(t) = p auf (St,Bt), teT.

Viele Klassen von zufélligen Prozessen basieren auf unabhéngigen zufélligen
Elementen, wie wir in Abschnitt 5.2 sehen werden.

Definition 5.1.12 Auf (2, F, P) sei X = {X(t),t € T'} eine zufillige Funk-
tion mit Zustandsraum (Sy, B;)ier. Die endlich-dimensionale Verteilung von
X ist definiert als die Verteilung Py, von (X(t1),...,X(t,))? fiir belie-
bige n € N, t1,...,t, € T auf (S, 4, Bti,...t0)-
Dabeiist St 1, = Sty X... xS, und By, 1, = By, ®...®By, die 0-Algebra
auf S, . ,, die induziert wird durch alle Mengen By, x ... x By, , By, € By,
i=1,...,n,dh, Py 4+ (C)=P(X(t1),....X(t:))T € C), C € By, 4
Insbesondere erhalt man fiir C' = By x ... x By, By, € By, , dass

n*

Py, (Bix ... x B,) = P(X(t1) € By,..., X(t,) € By).

Ubungsaufgabe 5.1.13 Beweisen Sie, dass X, ¢, = (X(t1),..., X (ta))?
ein F|By, ..+, messbares zufilliges Element ist.

Definition 5.1.14 Sei S; = R fiir alle t € T'. Die zufillige Funktion
X ={X(t),t € T} nennt man symmetrisch, falls alle ihren endlich-dimensionalen
Verteilungen symmetrische Wahrscheinlichkeitsmafle sind, d.h.,
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Py 1, (A) =P, 4. (—A) fir A e By, .+

wobei

und alle n € N, ¢y,...,t, € T,

n

Pt17...,tn(_A) = P((_X(tl)v ] _X(tn))T € A)

Ubungsaufgabe 5.1.15 Beweisen Sie, dass die endlich-dimensionalen Ver-
teilungen einer zufilligen Funktion X die folgenden Eigenschaften haben:
Fiir beliebiges n € N, n > 2, {t1,...,t,} C T, By € S, k=1,...,n und
eine beliebige Permutation (i1, ...,4,) von (1,...,n) gilt:

1. Symmetrie:

Py .. +,(B1 x...xBy) = Py ot (Biy X ... X By))

2. Konsistenz:

Pt1,...,tn(Bl X ... X Bn—l X Stn) = Ptl,~-~,tn—1(Bl X ... X Bn—l)

Das folgende Theorem besagt, dass die erwdhnten Eigenschaften hinrei-
chend sind fiir die Existenz einer zufilligen Funktion mit gegebenen endlich-
dimensionalen Verteilungen.

Satz 5.1.16 (Kolmogorow)
Sei{P,,. t., n €N, {t1,...,t,} C T} eine Familie von Wahrscheinlichkeits-
mafen auf

(R™ x ... x R™ B(R™) ®...® B(R™)),

die die Voraussetzungen 1 und 2 von Ubungsaufgabe 5.1.15 erfiillen. Dann
existiert eine zufillige Funktion X = {X(¢),t € T} auf einem W-Raum
(Q, F, P) mit endlich-dimensionalen Verteilungen P;, _ ;

-
Zunéchst brauchen wir einige Hilfssétze, die wir nicht beweisen werden.

Lemma 5.1.17 Sei F(T) die Menge aller endlichen Teilmengen von 7.
Seien & mit ¢ € T separable metrische Raume mit Metriken d;(-,-) und
Borel-o—Algebren B;.

Dann ist der Raum Sy = {Funktion y auf J : y(t) € S}, J € F(T') mit
der Metrik dj(z,y) = max di(z(t),y(t)), x,y € Sy ein separabler metrischer

Raum mit zylindrischer o-Algebra B, die gleich der Borel-o-Algebra B(Sy)
ist.

Falls S; vollstandig ist, d.h. ein polnischer Raum ist, fiir alle t € T', dann ist
auch §; ebenfalls vollstdndig, also auch ein polnischer Raum.

Lemma 5.1.18 Sei S ein metrischer Raum und p ein Mafl auf der Borel-
o-Algebra B(S). Dann gilt

u(B)=  sup  p(A)= inf u(A), BeB(S).
ACB ADB
A abgeschlossen A offen
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Lemma 5.1.19 Seien (S, By)ier und (Hy, Fi)ter zwei Familien isomorpher
messbarer Rdume:

(Stugt) ~ (Htuft)) te T)
d.h. 3h : S; — H; bijektiv : h € By|F; und b~ € F|B;.

Dann gilt fiir alle J C T, dass (S;,Bs) ~ (Hj,Fy), wobei By und F;
zylindrische o-Algebren auf S; = [[;c; S und H; = [[;c; H¢ sind.

Beweis des Satzes 5.1.16
Wir geben hier eine Beweisskizze an.

1. Sei (S, By)ier eine Familie von Messrdumen. Zur Vereinfachung, be-
trachte S; = [0, 1], B; = B([0, 1]) fiir alle ¢ € T'. Per Definition 5.1.12

Stl,...,tn = Stl X ... X Stn;
Btl,-~~7tn = Btl R...xQ Btn7

fur alle n € N, tq,...,t, € T, t; # t; fiir i # j. Sei {P, ..} eine
Familie von Maflen auf (S, . 4., B:,,..1,), die alle symmetrisch und
konsistent sind wie in Ubungsaufgabe 5.1.15. Sei 777 : S — S, die
Koordinatenprojektion einer Funktion {y(t),t € T} € S auf die Koor-
dinaten mit Indizes in J, d.h.

Tr,JY = (y(t1),...,y(tn)) oder
syt € T = {y(6), ¢ € T}, falls J = {t1,.... o).

Mit ,,Projektion von pu“ meinen wir, dass
7]_ o
MOT{_T,J(BH XX Btn) = PJ(Btl X ... X Btn)

firjedesn e N, J ={t1,...,tn,} € F(T), B, € B,,i=1,...,n, wobei
F(T') die Menge aller endlichen Teilmengen von T ist. Falls ein solches
Wahrscheinlichkeitsmafl i auf (S, Br) existiert, dann ist die zuféllige
Funktion X mit Verteilung i gegeben durch die Koordinatenprojekti-
on auf dem kanonischem Raum:

2. Wahle Q =S, F = Br und P = p und setze X (t,w) =w(t) firw e S
und ¢t € T. Wir transformieren die Mafie P; von (S, By) in den Raum
(S, Br,7) mit o-Algebra By j; = W;%]B] C Br wie folgt: Definiere ein
neues Mafl ’

p(B) = P;(B)
auf (S,Br ), wobei B = By, X ... x By, € By, J = {t1,...,t,} und
B = B x [l;er\ St € Br,j. Es ist offensichtlich, dass

BGBJ@EEBTJ.
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Unser Ziel ist es, ein Mafl o auf (S, Br) zu finden, sodass u = uy auf
jedem Br j, J € F(T). Entsprechend definieren wir p auf der zylin-
drischen Algebra Cr = |J Bry indem wir u(B) = pj(B) setzen,
JEF(T)

falls ein J € F(T) existiert mit B € By ;. Dies fithrt zu einer endlich-
additiver Funktion auf Cy. Nach dem Satz von Caratheodory (vgl. [20,
Satz 2.2.9]) kann p eindeutig fortgesetzt werden auf By = o(Cr), falls
1 o-additiv auf Cr ist.

3. Wir weisen also die abzéhlbare Additivitdt nach, was dquivalent dazu
ist, die endliche Additivitat und Stetigkeit auf () zu zeigen, d.h.

V{Cp}nen C Cr, Cr (0 = u(C,) — 0.
—_—— n—00

Cn+1 CCn ,nzozl Cn:®

Wir zeigen die Negation: Falls fiir ein g > 0 u(Cy,) > € fiir n grofl
genug gilt, dann gilt

Cn > 0. (5.1)

n—oo

Da C, € Cr, so 3J, € F(T) mit Cy, € Br,j,.
O.B.d.A. J,, C Jp41. Wir beschrénken uns auf Mengen C,, = 7, %]n B,
mit kompakten Mengen B,, in Sy, J, € F(T'). Zeigen wir, wieso:

a) Nach Lemma 5.1.17 gilt B, = B(Sy, ). Nach Lemma 5.1.18 gilt:
VB, € B;, 3 abgeschlossenes K,, C By, in (Sy,,d,) mit

g, (Bn \ Kp) <27 ey, neN.

Da S, = [0, 1]’ kompakt ist, ist K, es auch.
Fur C,, = ﬂ;bn B, und K,, = m;i]nKn gilt dann

— 1
i (Ca\Kw) = g, (Bi\EKw) < 20577 -

Sei L, = N, K Die Basis D,, = ﬂ?zlenl’JiKi der Zylinder
L, = 7riann ist kompakt,
und es gilt L, ¢ K, C C,,,Lp+1 C L, V n.

vien b =n(cn U =u(Uren 5)
i=1 i=1
< iu (C’Z\E) < i27(i+1)60 < €/2,da C; D Cy,

i=1 =1
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und daher

€0 < p(Crn) = pu(Ly) + p(Cn \ Ln) < pu(Ly) + €0/2
= u(Lyn) > €/2, neN.

Sonst reicht es, C,, = W}bﬂBn fiir kompakte Mengen B, in Sy,
zu betrachten.

Definiere J = U2 J, und die Metrik

o

_ dj(fovyb )
d = 2 " . X 5
s(zy) = L+dy, (x4, y]1,)

n=1

auf S;. Ahnlich wie in Lemma 5.1.17 kann man zeigen, dass
(S7,dy) ein polnischer Raum mit zylindrischer o-Algebra
Bj = B(Ss) (Borel o-Algebra) ist.

i~

Die Mengen C,, = W}},n B, n € N sind kompakt in Sy, da sie ab-
geschlossene Teilmengen einer kompakten Menge sind (da 7 s,
stetig). Es gilt

C, = W%}bﬂBn = 77}},7{2}]”3” = ﬂben.
Da C,, C C),, gilt auch (/Z’; - (/Z’\m fir m < n und
oo o0 P
ﬂ Cn:ﬂ'ib <ﬂ Cn> .
n=1 n=1
Fiir eine absteigende Folge von kompakten Mengen gilt

ﬂ@#@ und daher ﬂC’n#@.
n=1 n=1

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme N2, C,, = 0.

O]

Bemerkung 5.1.20 Mit Hilfe von Lemma 5.1.19 kann Satz 5.1.16 auf allge-
meinere als [0, 1] oder R™, sogenannte Borel-Riume, verallgemeinert werden.
Diese sind auf gewisse Art isomorph zu ([0, 1], B(]0, 1])) oder zu einem von
dessen Unterrdumen.

Definition 5.1.21 Sei X = {X;,t € T'} eine zufillige Funktion mit Werten
in (§,B), d.-h. X; € S fast sicher fiir t € T. Sei (T,C) auch ein messbarer
Raum. Dann heifit X messbar, falls die Funktion X : (w,t) — X (w,t) € S,
(w,t) € @ x T, F ® C|B-messbar ist.
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Diese Definition enthélt nicht nur die Messbarkeit von X bzgl. w € Q :
X(-,t) € F|B fur alle t € T, sondern beiden Argumenten

X(-,-) € F ® C|B. Die Messbarkeit von X ist von entscheidender Rolle,
wenn X (w,t) an zufélligen Zeitpunkten 7 : Q — T betrachtet wird, d.h.
X(w,7(w)). In der Theorie der Martingale wird 7 Stoppzeit fiir X genannt.
Die Verteilungen von X (w, ) und X (w, 7(w)) konnen stark voneinander ab-
weichen.

5.2 Elementare Beispiele

Der Satz von Kolmogorow (vgl. Theorem 5.1.16) kann nur in wenigen Féllen
direkt verwendet werden, um einen stochastischen Prozess zu konstruieren,
da fiir viele zufillige Funktionen endlich dimensionalen Verteilungen nicht
explizit bekannt sind. In diesen Féllen definieren wir eine neue zuféillige
Funktion X = {X(¢),t € T} als

X(t)=g(t,Y1,Ys,...), teT,

wobei g eine messbare Funktion ist und {Y},} eine Folge von zufélligen Ele-
menten (also auch zuféllige Funktionen), dessen Existenz bereits bewiesen
wurde. Im Folgenden mdochten wir Beispiele solcher Félle besprechen. Sei
X = {X(t),t € T} eine reellwertige zuféllige Funktion auf dem W-Raum
(Q,F,P).

1. Weiffes Rauschen:

Definition 5.2.1 Wir nennen X = {X(¢),t € T} ein weiffes Rau-
schen, falls alle X (t), t € T, u.i.v. Zufallsvariablen sind.

Satz 5.1.11 besagt, dass ein solches X existiert. Es wird oft verwendet
um das Rauschen in (elektromagnetischen oder akustischen) Signalen
zu modellieren.

o Falls X(t) ~ Ber(p), p € (0,1), t € T, so nennt man dieses Rau-
schen auch Salz-und-Pfeffer-Rauschen. Dies entsteht beim Uber-
senden von bindren Daten in Computernetzwerken.

o Falls X () ~ N(0,0%), 02 > 0, t € T, so nennt man X weifles
Gaufisches Rauschen. Man kann solches Rauschen in akustischen
Signalen beobachten.

2. Gaufische zufillige Funktion:

Definition 5.2.2 Eine Gaufsche zufillige Funktion X = {X(¢), t € T'}
ist eine zufillige Funktion, deren endlich-dimensionalen Verteilungen
alle multivariat Normal sind, d.h. fir alle n € N, ¢1,...,t, C T gilt

Xt17~-~7tn = ((X(tl)v cee 7X(tn))T ~ N(/"Lt17~-'7tn’ Et17~~~7tn)’
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wobei

fty.tn = (EX(t1),...,EX(t,))" und
Styyotn = ((cov(X (), X (t))7 j=1-

Ubungsaufgabe 5.2.3 Beweisen Sie, dass die Verteilung einer GauB-
schen zufilligen Funktion X eindeutig bestimmt ist durch ihre Er-
wartungswertfunktion p(t) = EX(t),t € T, und Kovarianzfunktion
C(s,t)=E[X(s)X(t)], s,t € T.

Beispiele fiir Gaufische Prozesse:

o Wiener-Prozess (oder die Brownsche Bewegung):
X = {X(t),t > 0} mit Erwartungswertfunktion u(t) = 0,¢ > 0
und Kovarianzfunktion C(s,t) = min{s,t}, s,t > 0. Meistens
wird zusétzlich gefordert, dass die Pfade von X stetige Funktio-
nen sind.

e Gaufisches weiffes Rauschen:
Gauflsches weifles Rauschen ist eine Gaufische zuféllige Funktion.

3. Lognormal- und x?-Funktionen:

Eine zuféllige Funktion X = {X (¢), ¢ € T'} nennt man lognormal, falls
X(t)=eY® und Y = {Y(t),t € T} eine GauBsche zufillige Funktion
ist.

Falls X (t) = [|[Y(#)||> und Y = {Y(t),t € T} eine GauBsche zufillige
Funktion mit Werten in R™ ist, fir die gilt Y (¢) ~ N (0,1), t € T,
so nennen wir X eine x2-Funktion. Wir meinen mit I die (n x n)-
Einheitsmatrix. Dann gilt

X(t)~x2, teT.

4. Kosinus- Welle:
Wir definieren X = {X(t),t € R} durch X(¢) = v/2cos(27Y + tZ),
mit Y ~ U([0,1]) und einer von Y unabhéngigen ZV Z. Dann nennen
wir X eine Kosinus- Welle.

Ubungsaufgabe 5.2.4 Seien X1, X»,... w.i.v. Kosinus-Wellen. Be-
stimmen Sie den schwachen Grenzwert der endlich-dimensionalen Ver-
teilungen der zufilligen Funktion {ﬁ Yoo Xk(t), te R} fiir n — oo.

5. Poisson-Prozess:
Sei {Yy, },,cn eine Folge von w.i.v. ZVn'Y,, ~ Exp(A), A > 0. Der stochas-
tische Prozess X definiert durch X (t) = max{n e N: >}, Yy <t}
heifit Poisson-Prozess mit Intensitédt A > 0. X (¢) zéhlt die Anzahl ge-
wisser Ereignisse bis zum Zeitpunkt ¢ > 0, wobei das typische Intervall
zwischen zwei benachbarten Ereignissen Exp(\)-verteilt ist.
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Beispiele: Schadensmeldung eines Versicherers, das Entdecken eines
Elementarteilchens im Geigerzéhler, etc.

X (t) = # Schédden bzw. Teilchen im Intervall [0,1].

5.3 Regularitatseigenschaften

Der Satz von Kolmogorow (Satz 5.1.16) besagt die Existenz der Verteilung
einer zufilligen Funktion mit vorgegebenen endlich-dimensionalen Verteilun-
gen. Jedoch macht der Satz keine Aussage tiber die Eigenschaften der Pfade
aus. Dies ist auch verstédndlich, da alle zufélligen Objekte in der Wahrschein-
lichkeitstheorie nur im f.s. Sinn definiert sind, also bis auf eine Menge

A C Qmit P(A) = 0.

Beispiel 5.3.1 Sei (2, F,P) = ([0,1],B([0,1]),v1) mit Lebesgue Maf v
auf [0,1]. Definiere X = {X(¢), t € [0,1]} durch X(¢t) =0, ¢ € [0,1] und
Y ={Y(¢), t € [0,1]} durch

Y(t):{ 1, t=0,
0

, sonst,

wobei U(w) = w, w € [0, 1], eine U([0, 1])-verteilte ZV auf (22, F, P).
Esgilt: P(U=1)=0,teT = PY(t)=0)=1,te T = X <V, X hat
allerdings stetige und Y unstetige Pfade und

P(X(t)=0,VteT)=1+#0=P(Y(t) =0, ¥t € T).

Die Ausnahmemenge A kann fiir X (¢) fir jedes ¢t € T' ganz unterschiedlich
aussehen.

Deswegen fordern wir, dass alle X (¢), ¢t € T auf der selben Teilmenge

Qp C Q mit P(Qy) = 1 definiert sind. Die neue zufillige Funktion

X : QoxT — R wird spiiter Modifikation von X : QxT — R genannt. X und
X unterscheiden sich auf der Nullmenge ©/€. Wenn wir sagen ,,Pfade der
zufilligen Funktion X haben Eigenschaft C“, implizieren wir die Existenz
einer Modifikation von X mit Eigenschaft C.

Das soeben Gesagte motiviert folgende Definitionen:

Definition 5.3.2 Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und
Y ={Y(t), t € T} auf (2, F, P) nennt man (stochastisch) dquivalent, falls

Bi={weQ: X(w,t) #Y(w,t)} € F, teT,

und P(B;) =0, t € T. Solche Zufallsfunktionen X und Y nennt man Ver-
stonen oder Modifikationen der selben zufilligen Funktion.
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Definition 5.3.3 Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), ¢t € T'} und
Y ={Y(¢), t € T} auf dem selben W-Raum (2, F, P) assoziiert mit (S, Bt)er
haben dquivalente Pfade (oder heiflen stochastisch nicht unterscheidbar),
falls

A={weQ: X(w,t) #Y(w,t) firein t€T} e F
und P(A) = 0.

Falls (2, F, P) vollstindig ist (d.h. aus A € F : P(A) = 0 folgt fiir alle
B C A: B € F und P(B) = 0), dann sind nicht unterscheidbare Prozesse
stochastisch dquivalent. Die Riickrichtung gilt i.A. nicht (sie gilt fir s.g.
separable Prozesse. Dies ist der Fall, wenn T abzéhlbar ist).

Ubungsaufgabe 5.3.4 Beweisen Sie, dass die zufilligen Funktionen X und
Y in Beispiel 5.3.1 stochastisch dquivalent sind.

Definition 5.3.5 Wir nennen zwei zuféllige Funktionen X = {X(¢), t € T'}
und Y = {Y(t), t € T} (nicht unbedingt auf dem selben W-Raum) dquiva-
lent in Verteilung, falls Px = Py auf (S, By)er-

Schreibweise: X 4 Y.

Nach dem Satz von Kolmorogow (Satz 5.1.16) ist es ausreichend fiir die Aqui-
valenz in Verteilung von X und Y, wenn sie dieselben endlich-dimensionalen
Verteilungen haben. Offensichtlich impliziert die stochastische Aquivalenz
die Aquivalenz in Verteilung. Umgekehrt jedoch nicht.

Definition 5.3.6 Eine zuféllige Funktion X = {X(¢), ¢t € T} nennt man

a) stochastisch stetig auf T, falls X (s) % X (t), fur beliebige t € T, d.h.

P(|1X(s) = X(t)|s > ¢) L, 0, fiir alle £ > 0.

b) LP-stetig auf T, p > 1, falls X(s) L—pt> X(t),teT, dh.
S—

E|X(s) — X(1)[% — 0.

s—t

Fiir p = 2 sprechen wir von ,,Stetigkeit im quadratischen Mittel*.
c) f.s. stetig auf T, falls X (s) % X(t),teT, dh,
S—

P(X(s) — X(t)) =1, teT.

s—1

d) stetig, falls alle Pfade von X stetige Funktionen sind.

Meistens sind die Fille ¢) und d) am interessantesten, obwohl die stochas-
tische Stetigkeit die schwéchste ist. Die folgende Grafik veranschaulicht die
Relationen zwischen den verschiedenen Formen der Stetigkeit:
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‘ LP-Stetigk. ‘ - ‘ stoch. Stetigk. ‘ < ‘ f.s. Stetigk. ‘ < ‘ Stetigk. aller Pfade ‘

Anhand des folgenden Beispiels sehen wir warum die Fille ¢) und d) so
wichtig sind.

Beispiel 5.3.7 Sei T'= [0, 1], (2, F, P) ein kanonischer W-Raum mit
Q=RIOI = [Licpoy R und X = {X(¢), t € [0, 1]} ein stochastischer Prozess
auf (Q, F, P).

Nicht alle Ereignisse sind Elemente von F, z.B. ist

A={weQ: X(w,t)=0Yte[0,1]} = My {X(w,t) =0}

nicht in F, da es ein Durchschnitt von iiberabzéahlbar vielen messbaren Er-
eignissen aus F ist.

Falls jedoch X stetig ist, dann sind dessen Pfade stetige Funktionen und wir
schreiben A = Nyep { X (w,t) = 0}, wobei D eine dichte abzéhlbare Teilmen-
ge von [0, 1] ist, z.B. D =QN[0,1]. Dann gilt A € F.

Allerdings ist es in vielen Anwendungen (z.B. Finanzmathematik) nicht rea-
listisch, Phdnomene durch stochastische Prozesse mit stetigen Pfaden zu
modellieren. Deshalb betrachten wir eine gréflere Klasse von Pfaden von X:
die sogenannte cddlag-Klasse (cadlag = continue a droite, limitée a gauche

(fr.)).

Definition 5.3.8 Ein stochastischer Prozess X = {X(t), t € R} heifit cad-
lag, falls alle seine Pfade rechtstetige Funktionen sind und linksseitige Grenz-
werte besitzen.

Abbildung 5.3: Beispiel eines cadlag—Prozess

Fin beispielhafter Pfad fiir einen Prozess wie in Definition 5.3.8 kann in
Abbildung 5.3 gefunden werden. Wir untersuchen die bisher eingefiihrten
Figenschaften nun etwas genauer. Zum Beispiel ist die stochastische Ste-
tigkeit eine Eigenschaft der zwei-dimensionalen Verteilung Ps; von X. Dies
halten wir im folgendem Lemma fest.
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Lemma 5.3.9 Sei X = {X(¢), t € T'} eine zufillige Funktion mit Werten
in (R, B(R)), wobei T ein Banach-Raum ist. Folgende Aussagen sind dann
dquivalent:

P
a) X(S) sjt(z Y7

b) Py -5 Pyyy,

s,t—to
wobei tg € T und Y eine Zufallsvariable ist. Fiir die stochastische Stetig.
von X, wéhlen wir ¢y € T beliebig und Y = X (t¢).

Beweis a) = b)
X(s) =2 Y bedeutet (X(s), X(£)T —— (V,Y)7:

s—1o s,t—to

P(|(X(s), X(1)) = (Y,Y)]s > €) < P(|X(s) = Y| > ¢/V2)

(IX ()Y P+|X () -Y[2)1/2

+P(X(t) - Y| >¢e/V2) —— 0.

s,t—to

Dann folgt P LY Py, da £>—Konve1rgenz starker ist als i—Konvergenz.
b) = a)

Fiir € > 0 betrachten wir g. : R — [0, 1] mit g.(0) = 0, g-(x) = 1, ¢ B.(0).
Es gilt fiir alle s,t € T, dass

Eg:(1X(s) = X()]) = P(|X(s) = X(t)| > ¢)
+E(g:(|1X(s) = X(ONI(1X(s) = X(#)] <)),

und daher
P(X(s) = X(8)] > 2) < Eg(|X (s) - X(0)
= [ [ 92 = s Ptz )
R JR

—= [ [ s:lle = uDPo (dla. ) = 0.
s—7to JRJR
t—to

da Py,yy konzentriert ist auf {(z,y) € R? : 2 =y} und g.(0) = 0. Also ist
{X(s)},_, eine Fundamentalfolge (in Wahrscheinlichkeit) und daher gilt
X(s) 2> V. 0
s—to

Es kann sein, dass X stochastisch stetig ist, obwohl alle Pfade von X Spriin-
ge haben, d.h. es kann keine f.s. stetige Modifikation von X existieren.
Erkldrung: X kann einen Sprung fiir ein konkretes t € T mit Wahrschein-
lichkeit 0 haben. Daher treten die Spriinge auf den Pfaden von X immer an
verschiedenen Stellen auf.
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Ubungsaufgabe 5.3.10 Beweisen Sie, dass ein Poisson-Prozess stochas-
tisch stetig ist, obwohl es keine f.s stetige Modifikation von ihm gibt.

Ubungsaufgabe 5.3.11 Sei T' kompakt. Zeigen Sie:
Falls X stochastisch stetig ist auf 7', dann ist X auch gleichméflig stochas-
tisch stetig, d.h, fiir alle e,7 > 0 3§ > 0, s.d. fir alle s, € T mit [s—¢t|7 < ¢
gilt

P(1X(s) = X(t)]s >¢) <n.
Nun sei S = R, EX2(t) < oo, t € T, EX(t) =0, t € T und
C(s,t) =E[X(s)X(t)] die Kovarianzfunktion von X.

Lemma 5.3.12 Sei tg € T. Es gelten folgende Aussagen:

a) Falls X (s) L—2> Y fiir eine ZV Y mit EY? < oo, dann folgt
C(s,t) —— EY2

s,t—to

b) Falls C(s,t) pravndy > 0, dann existiert eine ZV Y mit EY? = a und
s,t—to

X(s ?Y
Beweis
a) Es gilt

C(s,t) —EY?| = IE(X(S)X(t)) ~EY?|
= [E[(X(s) =Y +Y)(X(t) - Y +Y)] - EY?|
< E[(X(s ) )( (t) — Y)|+E\( (s) = YV)Y[+E[(X(¢) - Y)Y
< VE(X(s) - V)2 E(X(t) - Y)* + VEY?E(X(s) — Y)?

—_—
IIX(s)—Y\@2~\IX(t)—YHL2 IX(s)=Y1I%,

+ VEY?E(X(t) - Y)2 ——0
—_—

s,t—to
XY,

nach Voraussetzung a).
b) Es gilt
E(X(s) - X(t)* = E(X(s)* - 2E[X(s)X(1)] + E(X(t))*

= C(s,s) + C(t,t) —2C(s,1)

— 2a—2a=0.
s,t—to

Also ist {X(s), s — to} eine Fundamentalfolge im L2-Sinn, und wir
2

erhalten X (s) L—t> Y fiir eine ZV Y. Ferner kann man zeigen, dass
s—1lo

EY?2 = q.
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O]

Folgerung 5.3.13 Die zentrierte zuféllige Funktion X, die die Bedingun-
gen von Lemma 5.3.12 erfiillt, ist stetig auf 7" im L?-Sinn genau dann, wenn
ihre Kovarianzfunktion C : T2 — R stetig auf der Diagonalen

diag T? = {(s,t) € T? : s = t} ist, d.h., limg s, C(s,t) = C(to,to) = Var X(to)
fir alle tg € T.

Beweis Wihle Y = X (9) in Lemma 5.3.12. O

Bemerkung 5.3.14 Falls X nicht zentriert ist, dann ist die Stetigkeit von
u(t) =EX(t),t € T und C auf diag T? notwendig fiir die L?-Stetigkeit von
X auf T

Eine zufillige Funktion X, die stetig im L?-Sinn ist, kann trotzdem unstetige
Pfade haben. In den meisten relevanten Anwendungsfallen hat X eine f.s.
stetige Modifikation. Wir werden dies spéter in einem entsprechendem Satz
genauer formulieren.

Ubungsaufgabe 5.3.15 Geben Sie ein Beispiel eines stochastischen Pro-
zesses mit f.s. unstetigen Pfaden, der aber L’-stetig ist.

Wir untersuchen nun die Eigenschaft der f.s. Stetigkeit genauer. Wie bereits
erwahnt, kénnen wir lediglich von einer stetigen Modifikation eines Prozesses
sprechen. Die Existenz einer solchen Modifikation hidngt auch von den Ei-
genschaften der zwei-dimensionalen Verteilung des Prozesses ab. Dies ist die
Aussage des folgenden Satzes (urspriinglich bewiesen von A. Kolmogorow).
Satz 5.3.16 (Chentsov, Loéve, Kolmogorow)

Sei X = {X (t), te Rd} ein reellwertiges Zufallsfeld. X hat eine stetige
Modifikation, falls da, ¢, d > 0, sodass

E|X(t+h) — X()|* < c[h|4, t € RY, (5.2)

fiir hinreichend kleine |h|. Diese Modifikation ist f.s. lokal Holder-stetig mit
Holder-Exponenten v € (0,9/a).

Beweis Siehe [13, Theorem 3.23]. O

Als Néchstes méchten wir Prozesse mit cadlag-Pfaden diskutieren. Sei (2, F, P)
ein vollsténdiger W-Raum.

Lemma 5.3.17 Seien X = {X(¢), t >0} und Y = {Y(¢), t > 0} zwei
Modifikationen einer zufélligen Funktion auf (2, F, P). Falls X and Y fs.
rechtsseitig stetig sind, dann sind X and Y nicht unterscheidbar.

Beweis Seien Qx,Qy zwei ,Ausnahmemengen®, auf denen die Pfade von
X bzw. Y nicht rechtsseitig stetig sind. Es gilt

P(Qx) = P(Qy) = 0.
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Betrachte 4; = {w € Q: X(w,t) # Y (w, )}, t € [0,400) und A = Useq, A,
wobei Q1 = QN [0,+00). Da X und Y stochastisch dquivalent sind, gilt
P(A) =0 und deshalb auch

P(A) < P(A) + P(Qx) + P(Qy) =0,

wobei A = AUQxUQy. Also gilt X (w,t) = Y (w, ) fiir t € Q4 und w € Q\ A.
Als néchstes zeigen wir dies fiir alle ¢t > 0.

Fiir ein beliebiges ¢t > 0 existiert eine Folge {t,} C Q4, s.d. ¢, | t. Da
X(w,tn) = Y (w,t,) fiir alle n € N und alle w € Q\ 4, folgt

X(w,t) = T}Lngo X(w,ty) = nh~>nolo Y(w,t,) =Y (w,t)

fiir t > 0 und w € Q\ A.
Also sind X und Y nicht unterscheidbar. O

Folgerung 5.3.18 Falls zwei cadlag-Prozesse X = {X(t), ¢t > 0} und
Y ={Y(¢), t > 0} Modifikationen der selben zufilligen Funktion sind, dann
sind sie nicht unterscheidbar.

5.4 Differenzierbarkeit von Pfaden

Definition 5.4.1 Eine reellwertige zufillige Funktion X = {X(¢), t € T}
ist differenzierbar auf T in Richtung h € T stochastisch, im LP-Sinn, p > 1,
oder f.s., falls
X _
lim (t+ hl) — X (t)
=0 l

= X,(t), teT

im jeweiligen Sinn (stochastisch, LP oder f.s.) existiert.

Lemma 5.3.9 besagt, dass die stochastische Differenzierbarkeit durch die

drei-dimensionalen Verteilungen von X bestimmt ist (da die gemeinsame
X(t+hll)—X(t) and X(t—i—hlll)—X(t)

Verteilung von schwach konvergieren soll).

Die Differenzierbarkeit in L2-Sinn ist bestimmt durch die Glattheit der Ko-
varianzfunktion C(s,t) (vgl. Korollar 5.3.13).

Ubungsaufgabe 5.4.2 Zeige, dass
1. ein Wiener Prozess nicht stochastisch differenzierbar auf [0, c0) ist.

2. ein Poisson Prozess stochastisch differenzierbar auf [0,00) ist, aber
nicht im LP-Sinn, p > 1.

Lemma 5.4.3 Eine zentrierte zuféllige Funktion X = {X(¢), t € T} (d.h.,
EX(t) =0, t € T) mit E[X?(t)] < oo,t € T ist L2-differenzierbar in t € T
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in Richtung h € T, falls ihre Kovarianzfunktion C' zwei mal differenzierbar
in (¢,t) in Richtung A ist, d.h., falls

" 820(8 t)
A0, (tt) = ———+ .
hh( ) ) 8sh6th
s=t
X, (t) ist L*-stetig in t € T, falls C),(s,t) = 68256;598{5) stetig ist in s = t.

AuBerdem ist C,, (s,t) die Kovarianzfunktion von X, = {X,(t), t € T}.

Beweis Nach Lemma 5.3.12 geniigt es zu zeigen, dass

X(t+1h) = X(t) X(s+1h)— X(s)>
l !

J = lim E( (*)

LI'—0
fir s = t existiert. Der Erwartungswert auf der rechten Seite von (%) ist
gleich
1 / ’

7 (Clt+1h,s+1'h) = C(t+1h,5) = Clt,s +1'h) + C(t,5))
1 <C(t+m,s+z’h) —C(t+1h,s) C(t,s+1'h)—C(t, s)>
Tl § - U

1
—— Cpp (8:1)
1L =0

Alle anderen Aussagen folgen ebenfalls aus dieser Relation. O

Ubungsaufgabe 5.4.4 Zeige, dass aus der LP-Differenzierbarkeit, p > 1,
die LP-Stetigkeit des stochastischen Prozesses folgt.

Bemerkung 5.4.5 Die Eigenschaft der LP-Differenzierbarkeit, p > 1 und
f.s. Differenzierbarkeit von zufélligen Funktionen sind unabhéngig im fol-
genden Sinn: 3 stoch. Prozess mit L?-differenzierbaren Pfaden, obwohl sie
f.s. unstetig sind. Umgekehrt sind Prozesse mit f.s. differenzierbaren Pfaden
nicht immer L2-differenzierbar, da z.B. die erste Ableitung der Kovarianz-
funktion unstetig sein kann.

5.5 Momente und Kovarianz

Sei X = {X(t), t € T} eine reellwertige zufillige Funktion und 7" eine be-
liebige Indexmenge.

Definition 5.5.1 Das gemischte Moment ,u,(jl"“’j”)(tl,...,tn) von X der
Ordnung (j1,...,Jn) € N, t1,...,t, € T ist gegeben durch
pUrI) (b, ) = B [X () - X (1)

wobei die Existenz und Endlichkeit des Erwartungswertes vorausgesetzt
wird. Dann ist es ausreichend vorauszusetzen, dass E|X (t)]/ < oo fiir al-
leteT und j =41+ ...+ jn.
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Beispiel 5.5.2

p(t) = pM(t) =EX(t), t € T ist die Erwartungswertfunktion von X.

pbY) (s,1) = E[X(s)X(t)] = C(s,t) ist die (nicht-zentrierte) Kovarianz-
funktion von X. Wohingegen die zentrierte Kovarianzfunktion gegeben ist
als

K(s,t) = Cov ((X(s), X () = p" (s, t) — p(s)p(t), s,t € T.

Ubungsaufgabe 5.5.3 Zeige, dass die zentrierte Kovarianzfunktion einer
reellwertigen zufilligen Funktion X

1. symmetrisch ist, d.h., K(s,t) = K(t,s), s,t € T.

2. positiv semidefinit ist, d.h., fir n € N, t1,...,t, € T, z1,...,25, € C
gilt

n
Z K(tk,tj)zkij > 0.
k,j=1

3. K(t,t) = Var X(t), t € T geniigt.

Die Eigenschaften 1. und 2. gelten auch fiir nicht-zentrierte Kovarianzfunk-
tionen C'(s,t).

Bemerkung 5.5.4 1. Die Erwartungswertfunktion u(t) zeigt einen (nicht-
zufélligen) Trend. Falls u(t) bekannt ist, kann die zuféllige Funkti-
on X zentriert werden indem man die zentrierte zuféillige Funktion
Y ={Y(t), t € T} mit Y(t) = X(¢t) — p(t), t € T betrachtet.

2. Die Kovarianzfunktion K(s,t) (bzw. C(s,t)) enthéhlt Informationen
iiber die Struktur der Abhéngigkeit von X.

3. Manchmal betrachtet man die Korrelationsfunktion

— K(Svt) 17 . —
R(s,t) = RS KaD fiur alle s,t € T: K(s,s) = Var X(s) > 0,

K(t,t) = Var X(t) > 0 anstelle von K und C. Aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung folgt |R(s,t)| <1, s,t € T.

4. Im Allgemeinen bestimmt die Menge aller gemischten Momente nicht
(eindeutig) die Verteilung einer zufilligen Funktion.

Ubungsaufgabe 5.5.5 Gib ein Beispiel fiir zwei verschiedene zufillige Funk-
tionen X = {X(¢), t € T} und Y ={Y (¢), t € T} an, fir die gilt
EX(t) =EY(t),t € T und E(X(s)X(t)) = E(Y(s)Y (¢)), s,t € T.

Ubungsaufgabe 5.5.6 Sei i : T — R eine messbare Funktion und

K : T xT — R eine positiv semidefinite symmetrische Funktion. Weise die
Existenz einer zufilligen Funktion X = {X(¢), t € T} mit EX(t) = u(t),
Cov (X (s),X(t)) = K(s,t), s,t € T nach.
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Sei X = {X(t), t € T} eine reellwertige zuféllige Funktion mit
E|X (t)|" < 0o, t € T fiir ein k € N.
Definition 5.5.7 Der mittlere Zuwachs der Ordnung k von X ist gegeben
durch y(s,t) = E(X(s) — X(t))*, s,t €T
Besonders wichtig ist die Funktion
1 1

v(s,t) = ivg(s,t) = iE(X(S) —X(t)? steT,

die wir Variogramm von X nennen. In der Geostatistik wird das Variogramm

anstelle der Kovarianzfunktion verwendet. Oft ersetzt man die Bedingung
EX?2(t) < oo, t € T durch v(s,t) < oo fiir alle s,t € T.

Ubungsaufgabe 5.5.8 Beweise die Existenz einer zufilligen Funktion ohne
endliche zweite Momente mit ~y(s,t) < oo, s,t € T.

Ubungsaufgabe 5.5.9 Zeige, dass fiir eine zufillige Funktion
X = {X(t), t € T} mit Erwartungswertfunktion px und Kovarianzfunktion
K gilt:

1(s.0) = FODIROD iy 4 ()~ ster

Falls die zuféllige Funktion X komplexwertig ist, d.h., X : Q x T — C mit
E|X(t)|* < oo, t € T, dann ist die Kovarianzfunktion von X gegeben durch

K(s,t) = E(X(s) — EX(s))(X (1) —EX(1)) s,teT,

wobei z das komplex-konjugierte von z € C ist. Dann gilt K (s,t) = K(t, s),
s,t € T, und K ist positiv semidefinit.

5.6 Stationaritit und Unabhangigkeit

Sei T eine Teilmenge eines linearen Vektorraums mit Operationen +, — iiber
R.

Definition 5.6.1 Eine zufillige Funktion X = {X(t), t € T} heifit statio-
ndr (stationdr im strengen Sinn), falls fur alle n € N, h,t1,...,t, € T mit
tv+h,...,tn, + h €T gilt:

P (1), X (100)) = DX (014h) 000 X (80 1))

d.h., alle endlich-dimensionalen Verteilungen von X sind translationsinvari-
ant in 7.

Definition 5.6.2 Eine (komplexwertige) zuféllige Funktion X = {X (¢), t € T'}
heifit stationdr zweiter Ordnung (oder stationdr im weiten Sinn),
falls E| X (#)|? < o0, t € T, EX(t) = p, t € T und

K(s,t) =Cov (X(s),X(t)) = K(s+ h,t+ h)
fur alle h,s,t € T:s+h,t+heT.
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Bemerkung 5.6.3 1. Falls X stationdr zweiter Ordnung ist, ist es prak-
tisch, eine Funktion K (t) := K(0,t), t € T einzufithren (wobei 0 € T').

2. Stationaritdt im strengen Sinn und zweiter Ordnung implizieren sich
nicht gegenseitig.

3. Falls eine komplex-wertige zuféllige Funktion stationér ist und endliche
zweite Momente hat, dann ist die Funktion auch stationir zweiter
Ordnung.

Definition 5.6.4 Eine reellwertige Funktion X = {X (¢), t € T} heifit int-
rinsisch stationdr zweiter Ordnung, falls vi(s,t), s,t € T existiert fiir k£ < 2,
und

/yl(sat) :07 72(S7t) :72(S+h’t+h)
fur alle s,t,h € T, s+ h,t+ h € T gilt.

Fiir reellwertige zuféllige Funktionen ist intrinsische Stationaritdt zweiter
Ordnung allgemeiner als die Stationaritidt zweiter Ordnung, da die Existenz
von E|X (¢)|?, t € T nicht gefordert ist. Ein analoges Konzept der Stationa-
ritdt der Zuwéchse von X existiert im strengen Sinn.

Definition 5.6.5 Sei X = {X(t), t € T'} ein reellwertiger stochastischer
Prozess, T C R. Wir sagen, dass X

1. stationdre Zuwdchse hat, falls fiir alle n € N, h,tg,t1,t2,...,t, € T
mit
to<ti<ta<...<tn, ti+heT, i=0,...,n

die Verteilung von
(X(t1+h)—X(to+h),...,X(tn +h) — X(t,_1 +h)"
nicht von h abhangt.

2. unabhdngige Zuwdchse hat, falls fir alle n € N, tg,t1,...,t, € T mit
to < t1 < ...<t,die Zufallsvariablen X (tg), X (t1)—X (t0), ..., X (tn)—
X (tp—1) unabhéngig sind.

Bemerkung 5.6.6 Seien (S1,B1) und (Sz, B2) messbare Riaume. Im allge-
meinen gilt fiir zwei zuféllige Elemente X : Q@ — S und Y : Q — Sy, dass
diese sind unabhdingig auf dem selbem W-Raum (2, F, P) sind, falls

P(X € A,Y € AQ) = P(X € Al)P(Y S AQ) fur alle Ay € By, Ay €
By.Diese Definition kann angewendet auf die Unabhéngigkeit von zufélli-
gen Funktionen X und Y mit Zustandsraum (St,Br), da sie als zufillige
Elemente mit S1 = Sy = Sy, B1 = By = By interpretiert werden kénnen.
Dasselbe gilt fiir die Unabhéngigkeit eines zufélligen Elementes (oder einer
zufélligen Funktion) X und einer Teil-o-Algebra G C F: dies ist der Fall,
falls P{X € A} NG) = P(X € A)P(G) fur alle A € By, G € G (oder
A€ Br, G € g) gilt.
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5.7 Prozesse mit unabhingigen Zuwiachsen

Sei {@st, s,t >0} eine Familie charakteristische Funktionen von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen Qs+, s,t > 0 auf B(R), d.h., fir z € R, s,t > 0 gilt
Ps,i(2) = Jp €7 Qs r(d).

Satz 5.7.1 Es existiert ein stochastischer Prozess X = {X(¢), t > 0} mit
unabhéngigen Zuwichsen und der Eigenschaft, dass fiir alle s,t > 0 die
charakteristische Funktion von X () — X(s) gegeben ist durch ¢,; genau
dann, wenn

Ps,t = PsuPu,t (53)

fir alle 0 < s < u < t < oo. Dabei kann die Verteilung von X (0) beliebig
gewahlt werden.

Beweis = Klar, da fiir alle s,u,t € (0,00) : s < u < t gilt

X(t) — X(s) = X(t) — X(u) + X () — X(s)

Yy Y

und X (¢) — X (u) und X (u) — X (s) unabhéngig sind. Dann folgt, dass
Psit = PY14+Ys = PY1PYs = PsufPu,t-

< Falls die Existenz eines Prozesses X mit unabhéngigen Zuwéchsen
und @ x()—x(s) = Ps¢ auf (Q, F, P) bereits gezeigt wurde, kann man
die charakteristische Funktion der endlich-dimensionalen Verteilung
mithilfe von {p,,} wie folgt definieren:
Seine N 0=ty <t <...<th, <ooundY = (X(to), X(t1) —
X(to), ..., X(tn) — X(tn-1))".
Die Unabhéangigkeit impliziert

SDY(Z(L 21y ’Zn) = Eei<z,Y>
D e —
4

= ©x(t0)(20) 10,1 (21) - - - Pty ta(20), 2 € RV,

wobei die Verteilung von X (¢g) ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl
Qo auf B(R) ist. Fiir Xz, ¢, = (X(to), X (t1),..., X (t,))" jedoch gilt
Xto,...,tn = AY, wobei

1 00 0
1 10 0
A=11 11 0
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,,,,,

-----

DXy, in (2) = 0Q0 (10)Pto,ts (11) - - - Pty 1, (In),
wobei I = (lg,l1,...,1,)" = ATz und daher gilt

lo = zg+...4+2zn
i1 = z1+...+ 2,
ln, = zn

Dabeiist px (1) = vq, und ox, . (215, 20) = @x;y 4 (0,21, 000, 20)
gilt fiir alle z; € R.

Wir zeigen nun die Existenz eines solchen Prozesses X.

Dafiir konstruieren wir folgende Familie von charakteristische Funk-
tionen

{¢t07 Pto,t1,eetns Pti,etns O=to<ti <...<t, < 00, nE N}
aus ¢, und {¢s;, 0 < s <t} wie zuvor:
Pto = PQor Pti1,..tn (Zl, RN Zn) = Pto,t1,0tn (O, Zlyenns Z'n,>7 zi € R7

Pto,tn(2) = Pro(20 + -+ 20) 0100 (21 + -+ 20) - Pty 10 (20)-

Wir miissen priifen, ob das dazugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl der
charakteristische Funktionen die Bedingungen des von Kolmogorow
(vgl. Satz 5.1.16) erfillt. Man kann zeigen, dass die Symmetrie und
Konsistenz im Satz von Kolmogorow adquivalent sind zu

a) ty,tiy, (Zigs - - -5 Zin) = Pto,.ta (20, - - - » 2) fiir eine beliebige Per-
mutation (0,1,...,n) — (0,91, .. ,0n),
b)
Soto,...,tm,1,tm+1,...,tn (ZO, <oy Zm—1y2m+1y - - - 7zn) =

- (pto,...,tn(z()a .. 707 cee 7Zn)
fir alle zg,...,2, € R, m e {1,...,n}.

a) ist offensichtlich.
b) folgt aus (5.3), denn

Plm—1,tm (0 + Zm+1 +...+ Zn)gptm,tm+1 (Zm+1 +...+ Zn)
= (ptM711tm+1 (Zm+1 + e + Zn)

fir alle m € {1,...,n}.
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Also ist die Existenz von X bewiesen.

Beispiel 5.7.2

1. Falls T'= Ny = NU {0}, dann hat X = {X(¢), ¢ € No} unabhéngige
Zuwichse genau dann, wenn X (n) 4 o Y:, wobei {Y;} unabhéngige
Zufallsvariablen sind und Y, < X (n) — X(n —1), n € N. Ein solcher

Prozess X heilit zufdllige Irrfahrt oder random Walk. Ein solcher Pro-
zess kann auch fiir Y; mit Werten in R™ definiert werden.

2. Ein Poisson—Prozess mit Intensitdt A hat unabhéngige Zuwéchse.
3. Ein Wiener—Prozess hat unabhéngige Zuwéchse.

Ubungsaufgabe 5.7.3 Beweise die Aussagen im Beispiel 1.

Ubungsaufgabe 5.7.4 Sei X = {X(t), t > 0} ein Prozess mit unabhiingi-
gen Zuwiéchsen und g : [0, 00) — R eine beliebige (deterministische) Funkti-
on. Zeige, dass der Prozess Y ={Y (¢), t > 0} mit Y (¢) = X(¢) +¢g(¢t),t >0
auch unabhéngige Zuwéchse hat.



Kapitel 6

Zahlprozesse

In diesem Kapitel werden verschiedene Beispiele von stochastischen Prozes-
sen, welche das Zahlen von Ereignissen modellieren diskutiert. Die sogenann-
ten Zéahlprozesse, welche diese Ereignisse modellieren, besitzen stiickweise
konstante Pfade, deren Werte auf Ny liegen.

6.1 Erneuerungsprozesse
Sei (2, F, P) W-Raum und {S,}, . eine monoton wachsende Folge von f.s.
nicht-negativen Zufallsvariablen, d.h. 0 < 57 < Sy < ... <5, < ...

Definition 6.1.1 Den stochastischen Prozess N = {N(t), ¢ > 0} nennt
man Zdhlprozess, falls

N(t) = Y 1(S, < 1),
n=1

wobei I(A) die Indikatorfunktion vom Ereignis A € F ist.

Beispiel 6.1.2 N(t) zihlt die Ereignisse, welche an den Zeitpunkten S, bis
zum Zeitpunkt ¢ eintreten. Zum Beispiel kdnnen folgende Ereignisse zu den
Zeitpunkten S, eintreten:

1. das n-te Elementarteilchen im Geigerzahler,
2. ein Schadensfall in der Sachschadensversicherung,

3. ein Datenpaket in einem Server innerhalb eines Computernetzwerkes,
USW.

Einen wichtigen Fall der Zéhlprozesse bilden die Erneuerungsprozesse.

Definition 6.1.3 Sei {7}, },,cn eine Folge von u.i.v. nicht-negativen Zufalls-
variablen mit P(7; > 0) > 0. Ein Zéhlprozess N = {N(¢), ¢ > 0} mit
N(0)=0"fs., S, =>}_1 Tk, n €N, heifit Erneuerungsprozess. Wir nennen
S, den n-ten Erneuerungszeitpunkt, n € N.

132
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Abbildung 6.1: Konstruktion und Pfade eines Erneuerungsprozesses

Abbildung 6.1 kann wie folgt interpretiert werde:

133

e . Zwischenankunftszeiten“ T;, entspricht der Lebensdauer eines techni-
schen (Ersatz-)Teils oder Mechanismus innerhalb eines Systems. Also

Sn = Zeitpunkte, an denen das System versagt.

o Defektes Teil wird umgehend durch ein baugleiches Teil ersetzt (z.B.

Glithbirne auswechseln).

e N(t) = # Reparaturen (sog. ,Erneuerungen®) des Systems bis zum

Zeitpunkt t.
Bemerkung 6.1.4
1. Wir setzen N(t) = oo, falls S,, <t fur alle n € N.

2. Oft sind nur 75,73, ... i.v. mit ET;,, < oco. Die Verteilung von T} ist
frei wahlbar. Ein solcher Prozess N = {N(t), t > 0} heiit verzogerter

Erneuerungsprozess (mit Verzogerung T7).

3. Manchmal wird T,, > 0 nicht gefordert.

4. Klar, dass {Sy, }nen, mit So = 0f.s., S, = > 1 _; Tk, n € Neine zufillige

Irrfahrt ist.

5. Falls der n-te Austausch eines defekten Teils eine Zeit 7] braucht,
dann ist durch 7,, = T,, + T,, n € N ein neuer Erneuerungsprozess
gegeben mit den selben stochastischen Eigenschaften wie in Definition

6.1.1.
Im Folgenden nehmen wir an, dass u = ET,, € (0,00), n € N.

Satz 6.1.5 (Individueller Ergodensatz)
Fiir einen Erneuerungsprozess N = {N(t), t > 0} gilt
1

lim M

t—oo - ;

f.

w0
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Beweis Fiir alle ¢ > 0 und n € N gilt {N(¢) =n} = {S, <t < Sp4+1} und
daher SN(t) <t< SN(t)—H und

N({t) — N(@) ~ Nt)+1 N()
Wenn wir zeigen, dass N((t)) tf—s> wund N (t) f—) 0o, dann gilt N( D —>f8

v und damit auch die Aussage des Satzes.

Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorow (vgl. Satz
4.1.7) gilt % BELN p und daher auch S, —>— oo und P(N(t) < c0) = 1,
n—oo n—oo

da

P(N(t) =00) = P( S, <t,Vn)
=1—-P(En:YmeNy Spym >t)=1-1=0.

=1, falls SnL)oo
Dann ist N(t), t > 0 eine reellwertige Zufallsvariable.
Wir zeigen, dass N(t) % 0.
o
Da alle Pfade von N (t) monoton nicht-fallend in ¢ > 0 sind, 3lim;_,o0 N (w, t)
fir alle w € Q. Weiter gilt
P(lim N(t) <oo) = lim P(lim N(t) <n)
t—»00

n—o0 t—o0

= lim lim P(N(¢t) < n)
n—oo t—o0

= lim lim P(S, > 1)

n—oo t—oo

Nn—00 t—00

n
lim lim P()_ Ty > t)
k=

lim lim » P(T} > t) 0.

n—00 t—00
k=1 \—,_/
—0

t—o0

IN

(%) gilt, weil

{tlggo N(t) < n} — (Gto € Q1 VE > to N() < n}

=0 t—o0

Dann nutzt man die Stetigkeit des W-Mafles, wobei
Qr =QNRy ={ge€Q:q>0}. Da fur alle w € Q, gilt, dass lim, S —

n
lim; o0 i]N(it)) (eine Realisierung von N(-) ist eine Teilfolge von N), folgt

SN a.s

limy o O ]
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Bemerkung 6.1.6 Der individuelle Ergodensatz kann auf den Fall von
nicht identisch verteilten T,, verallgemeinert werden. Dabei wird gefordert,
dass p, = ET,,, {T}, — pin},cn gleichgradig integrierbar ist und
ket Mk ——— 1> 0.
Dann kann gezeigt werden, dass w SN (vgl. [3], Seite 276).
t—oco M
Satz 6.1.7 (Zentraler Grenzwertsatz)
Fiir 1 € (0,00) und 0% = Var T} € (0, 00) gilt

a3 Nty -+
0'\/% t—o00

mit Y ~ N(0,1).

Beweis Nach dem Zentralen Grenzwersatz fir Summen von u.i.v. Zufalls-
variablen (vgl. Satz 4.2.1) gilt

S —
Pn — 4y (6.1)
no2 n—oo

"—3 dass
“w

P<]V(t)_’i§x> :P(N(t)§$\/a—|—li>:P(Sm(t)>t>,

Sei [x] der ganzzahlige Anteil von = € R. Es gilt fiir a =

Vat

mit m(t) = [x\/a—i— ﬂ + 1, ¢ > 0 und limy_,o, m(t) = oco. Daher erhalten

|p<%§x>_¢ [P (S0 > ) — 9(2)

_ |P (Sm(t) _Mm(t) > t_ﬂm(t)> o ‘I’(ZC)

0 o /m(D) = 1)

fiir beliebiges t > 0 und = € R, wobei ® die Verteilungsfunktion der A (0, 1)-

. . . . : _ _t=pm(t) >
Verteilung ist. Fir ein festes € R definieren wir Z; /() x,t > 0.

Dann gilt

I(z) = ’P (W + 7 > —a:) — ®(z)|.

Wenn wir Z; . 0 beweisen und danach (6.1) und den Satz von Sluts-
ky (vlg. [20, Theorem 6.4.1]) anwenden, erhalten wir

Sim(t) — bm(t) 7y~ N(0,1)

o m(t) t—o0
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da aus Z; f—s> 0 folgt, dass Z; LN 0. Daher schreiben wir
t—o00 t—o00

L&) —— |9(~2) — B()| = |&(x) - ()| =0,

t—o00

wobei ®(x) = 1 — ®(x) die Tail-Funktion der N(0, 1)-Verteilung ist und wir

die Symmetrieeigenschaft von N (0,1) : ®(—xz) = ®(z), © € R verwendet

. . t—um(t) . .
haben. Nun zeigen wir, dass Z; . 0, also o/m® T T Es gilt

m(t) = zv/at + ; +&(t), wobei £(t) € [0,1). Dann folgt

t — um(t) _ i pxyat —t — pe(t)
ay/m(t) o/m(t)

Vatp e
o\/xy/at + ﬁ +e(t) ay/m(t)

= —X

_ T o pe(t)
o 1t oym(t)
"\/m T a T at
L zk B pe(t) B
w2 e et oy/mt) tweo
2TV T et ——~
—0
t_)_x t— o0

O

Bemerkung 6.1.8 Der Zentrale Grenzwersatz lasst sich auch in Lindeberg-
Form formulieren und fiir nicht identisch verteilte T,, beweisen (vgl. [3] S.
276 f.).

Definition 6.1.9 Die Funktion H(t) = EN(t), ¢ > 0 heiBt Erneuerungs-
funktion des Prozesses N (oder der Folge {S,},cy). Sei Fr(z) = P(T1 < x),
x € R die Verteilungsfunktion von Tj. Fiir beliebige Verteilungsfunktionen
F,G :R — [0,1] ist die Faltung F % G definiert als

F+G(z) = [T2° F(x — y)dG(y). Die k-fache Faltung F** der Verteilung F
mit sich selbst, k& € Ny, ist induktiv definiert:

FOz) = I(x€0,00)), z €R,
Fl(z) = F(x), z€R,
FrE () = F*«F(z), z € R.

Lemma 6.1.10 Die Erneuerungsfunktion H eines Erneuerungsprozesses N
ist monoton wachsend und rechtsseitig stetig auf R;.. Weiter gilt

Ht) =S P(Sa<t)= S Fi(t), ¢ > 0. (6.2)
n=1 n=1
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Beweis Die Monotonie und rechtsseitige Stetigkeit von H folgen aus den
f.s. Pfadeigenschaften von N. Wir zeigen (6.2):

H(t) —EN(W) =ES 1(S, <) 2 S EI(S, < 1)

n=1 n=1
=Y P(Sn<t)=) Fi"(t),
n=1 n=1

da P(S, <t)=P(T1+...+ T, <t)=F;"(t), t > 0. Die Relation (x) gilt
fur alle Partialsummen auf beiden Seiten, also auch im Grenzwert. O

Bis auf wenige Ausnahmen ist es unméglich, die Erneuerungsfunktion H mit
Hilfe der Formel (6.2) analytisch zu berechnen. Deshalb wird die Laplace-
Transformation von H oft verwendet.

Definition 6.1.11 Fiir G : [0,00) — R monoton und rechtsseitig stetig ist
die Laplace-Transformation gegeben durch

lg(s) :/ e *dG(z), s>0,
0

wobei das obige Integral ein Lebesgue-Stieltjes Integral ist, also ein Lebesgue
Integral beziiglich des Mafles jg auf Br, definiert durch

pa((z,y]) = G(y) — G(z), 0 <z <y < oo, falls G monoton wachsend ist.
Die Laplace-Transformierte } x einer Zufallsvariablen X > 0 ist definiert als

o)

Ix(s) :/ e **dFx(z), s>0.
0

Lemma 6.1.12 Fiir s > 0 gilt:

7 _ ZTl (S)
)=~ Iy (s)

Beweis Es gilt

lu(s) = /0 Y et dH (z) @@ / T ey (i F;n(x)>
— nz:l/ _SmdF*n ZZTH- +Tn
= Z (lTl ) lTl( )

— l—lTl()

wobei fir s > 0 gilt, dass fTI(s) < 1 und daher die geometrische Reihe
Yooy (ZT1(3)> konvergiert. O
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Bemerkung 6.1.13 Falls N = {N(t), ¢t > 0} ein verzogerter Erneuerungs-
prozess (mit Verzogerung 77) ist, dann gelten die Aussagen der Lemmata
6.1.10 und 6.1.12 in folgender Form:

1.
[o.¢]
H(t) = Z(FT1 *F:?;l)(t), t=>0,
n=0
wobei F, bzw. Fp, die Verteilungsfunktionen von 77 bzw. T, sind,
n > 2.
2. R
A l
Ba(s) = ) oo (6.3)

C1—lip(s)

wobei 7, bzw. Iz, die Laplace-Transformierten der Verteilungen von
Ty bzw. T,,, n > 2 sind.

Fiir weitere Untersuchungen brauchen wir einen Satz (von Wald) tiber
den Erwartungswert einer Summe (einer zufilligen Anzahl) von unabhéngi-
gen Zufallsvariablen.

Definition 6.1.14 Sei v eine N-wertige Zufallsvariable und {X}, oy eine
Folge von Zufallsvariablen auf dem selben W-Raum. v heifit unabhdingig von
der Zukunft, falls fur alle n € N das Ereignis {v < n} nicht von der o-Algebra
o({ Xk, k> n}) abhingt.

Satz 6.1.15 (Waldsche Identitdt)

Sei {Xn},,cn eine Folge von Zufallsvariable mit sup E|X,| < oo,

EX, = a, n € N, und sei v eine N-wertige Zufallsvariable, die von der
Zukunft unabhéngig ist mit Ev < co. Dann gilt

E() X,) =a-Ewv.
n=1

Beweis Definiere S, = > ;_; X3, n € N. Da Ev = >>2 |, P(v > n), folgt
die Aussage aus dem Lemma 6.1.16. O

Lemma 6.1.16 (Kolmogorow-Prokhorov)
Sei v eine N-wertige Zufallsvariable, die unabhéngig von der Zukunft ist und
es gelte

i P(v > n)E|X,| < cc. (6.4)
n=1

Dann gilt
ES, =Y P(v=n)EX,.
n=1

Falls X,, > 0 f.s., dann ist die Voraussetzung (6.4) nicht notwendig.
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Beweis Es gilt
v oo
Sy=> Xn=> Xul(v>n).
n=1 n=1

Definiere S, ,, = > 11 XpI(v > k), n € N. Zuerst, beweisen wir die Aussage
fir X,, > 0 fs.,, n € N. Fiir jedes w € Q gilt S, ,, 1T Sy, n = 0o und nach
dem Satz iiber die monotone Konvergenz:

ES, = lim ES,, = JLHQOI;E(X’“I(V > k)).

Da {v >k} = {v <k —1}° nicht von o(Xy) C o({X,, n > k}) abhéngt,
gilt E(X,I(v > k)) = EX;P(v > k), k € Nund ES, = 32°°, P(v > n)EX,.
Nun sei X, beliebig.

Wahle

¢ Yn = |Xn|’
¢ Zn = Zz:l Yka
o Zyn =241 Vid(v > k), neN.
DaY, >0, n € N, folgt
o
EZ, =Y  E(|X,))P(v>n) < oo
n=1

aus (6.4). Da |S, | < Z,,, < Z,, n € N, folgt aus dem Satz von Lebesgue
iber die dominierte Konvergenz, dass

ES, = lim, o ES,n = Y pe i EX, P(v > n), wobei die Reihe absolut kon-
vergiert. [

Folgerung 6.1.17

1. Fiir eine beliebige Borel-messbare Funktion g : Ry — R4 und den
Erneuerungsprozess N = {N(¢), t > 0} mit Zwischenankunftszeiten
{T,.}, T, ui.v., p=ET, € (0,00) gilt

N(t)+1
E ( g(Tn)) =1+ H(t)Eg(Th), t > 0.
1

n—

2. H(t) < oo, t > 0.
Beweis

1. Fur jedes t > 0 ist offensichtlich, dass v = 1 + N(¢) nicht von der
Zukunft von {7}, },en abhéngt. Der Rest folgt aus dem Satz 6.1.3 mit
X, =9(T,), neN.
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2. Fiir s > 0 betrachte TT(LS) = min{7,, s}, n € N. Wahle s > 0 so, dass
fiir beliebiges, aber festes € > 0:

P& =ET™ > p—e>0.

Sei N der Erneuerungsprozess basierend auf der Folge {T,ss)}neN der
Zwischenankunftszeiten:

i: t>0,

wobei S = T(S) +...+T, neN. Es gilt dann N(t) < NG)(¢t),
t >0, f.s., und aus Tell 1. folgt:

OENE(#) +1) = ES®)

(4~ ) ENO () +1) < oo

y<t+s, t>0.

J2
(s) (s)
]E(S )(t) TN<S>(t)+1
W—’ N—_——
<t <s

Daher H(t) =EN(t) < EN®)(t) < Z+s £>0.
Es folgt H(t) < oo, t > 0. Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt auch

==

lim sup L <
t—o0 t

Folgerung 6.1.18 (Elementarer Erneuerungssatz)
Fiir einen Erneuerungsprozess N wie in Folgerung 6.1.17.1., definiert, gilt:
H(t) 1

lim —~ — =

t—oo ,u'
Beweis In Folgerung 6.1.17.2. haben wir bewiesen, dass

H(t 1
lim sup L —.
t—00 t H

IN

Wenn wir zeigen, dass
Hi(t 1
lim inf L > —
t—o0 t 1]
1

ist die Aussage bewiesen. Nach dem Satz 6.1.5 gilt @ e f.s., und
—00

daher folgt mit Fatous Lemma

1 N EN
- = Ehtm inf ft) < lim inf (*) = lim inf
7

t—>oo t—o0

H(t)
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Bemerkung 6.1.19

1. Falls yus = ET? < oo, kann eine genauere Asymptotik fiir H(t), t — oo
hergeleitet werden:

H(t) 1 §25)
L= 24 o(1/t), t — 0.

2. Der elementare Erneuerungssatz gilt auch fiir verzogerte Erneuerungs-
prozesse mit p = ET5.

3. Definieren wir das Erneuerungsmajfi H auf B(R;) durch
H(B) =Y [ dFy" (@), B € BR.),
n=1"B

wobei Fi"(z) = Fp, * Fﬁ("*l)(a}). Es gilt dann

H([0,t]) = H(t),
H((s,t]) = H(t) — H(s), s,t>0,

falls H sowohl die Erneuerungsfunktion als auch das Erneuerungsmafl
ist.

Satz 6.1.20 (Hauptsatz der Erneuerungstheorie)

Sei N = {N(t), t > 0} ein (verzogerter) Erneuerungsprozess assoziiert mit
der Folge {7, }nen mit unabhéngigen Zufallsvariablen T,,, n € N und i.v.
{T,, n > 2}. Weiter sei die Verteilung von T3 nicht arithmetisch d.h., nicht
konzentriert auf einem reguldren Gitter mit Wahrscheinlichkeit 1. Die Ver-
teilung von Ty sei beliebig und ET, = u € (0, 00). Dann gilt

[ ot - @) — + [~ g
0 =00 1 Jo

wobei ¢g : Ry — R Riemann-integrierbar auf [0,n] fir alle n € N ist, und

Jnax | lg(x)] < oc.

oo
n=0
n
Insbesondere gilt H((t — u,t]) P % fiir beliebiges u € R4 und daher
(e.9]
verhélt sich H asymptotisch (fir ¢ — oo) wie das Lebesgue-Ma8.

SN x(t)
, —

0 Sn 3 Sn—i—l

Abbildung 6.2: Exzess von N
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Definition 6.1.21 Eine Zufallsvariable x(t) = Sy()4+1 —t heiflt Ezzess von
N zum Zeitpunkt ¢ > 0 (Offensichtlich gilt x(0) = T1).

Im folgenden wollen wir einen Erneuerungsprozess mit stationdren Zuwéchsen
betrachten. Sei hierfiir N = {N(¢), ¢t > 0} ein verzogerter Erneuerungspro-

zess assoziiert mit der Folge von Zwischenankunftszeiten {71}, },en. Seien Fr,

und Fp, Verteilungsfunktionen der Verzégerungen 77 und T),, n > 2. Wir
nehmen an, dass p = ET5 € (0,00), Fr,(0) = 0 und daher 75 > 0 f.s. und

Fr (x) = ; | Py, =0 (6.5)

In diesem Fall heilt Fr, integrierte Tailverteilungsfunktion von 1.

Satz 6.1.22 Unter den obigen Voraussetzungen ist N ein Prozess mit sta-
tiondren Zuwéchsen.

t t
:X(o+)‘ \

+ + + }1
0 fotort S, titiat

Abbildung 6.3: Skizze zum Beweis des Satzes 6.1.22

Beweis Sei n € N, 0 < tg < t1 < ... < t, < oo. Weil {T},, n € N}
unabhéngig sind, ist die gemeinsame Verteilung von (N(¢; +t) — N(tg +
t),...,N(tn +t) — N(t,_1 +t))T unabhingig von ¢, falls die Verteilung von
X(t) nicht von ¢ abhéngt. Daher x(tg + t) 4 x(ti + 1) 4 x(0) =Ty, t >0,
(vgl. Abbildung 6.3)

Wir zeigen, dass Fry = Fy ), t > 0 gilt:

Fap@) = PO @)= 3PSy <t 1< Syt < t41)
= P(So=0<t, ;:<051:T1§t+a:)
© S EE((S <t t< St Tops E42) | S)
_ Fatta) - Fn()
+ i/otP(t—y<Tn+1§t+x—y)dan(y)
= 7}’Tl(t—l—av)—FTl(t)

n /tP(ty<T2 <t+az-y) d(ian(y))-
0 n=1
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Wenn wir zeigen, dass H(y) = %, y > 0, dann folgt auch

Fyy@) “=Y Pp(t+az)—Pr(t)

;/tO(FTQ(z ba) =141 Fp(2)d(—2)

+

1t - _
Fr(t+2) = Fry(t) + - /0 (Fr,(2) — Fr (= + 2))dz

t+x

= Pal+0) =P+ Fr0 - [ Py

xT

= FT1(t+x)_FT1(t+x)+FT1(x):FT1(x)7xzov

nach der Form (6.5) der Verteilung von 77. Nun zeigen wir H(t) = ﬁ, t>0
und benutzen dazu (6.5):

~ 1 [
() = [ e Fr )
1 [ 1 [
= - / Y/ A / e S Pr, (t)dt
wJo wJo

1
L (s [T o)
= — e
us 0 2

1 o [
= (e P [C - /O e~ dFy, (1))

s

—Fp, (0)=0 "
TQ( ) lT2(s)
1 ~
= B(l —1p,(s)), s>0
Mit dem Lemma 6.1.12 erhalten wir

. 2 1 1 > .
lH(s)—Tﬂ(S)——/ e Stdt =14 (s), s> 0.

1—Ip,(s) ps pJo =

Da die Laplace-Transformierte einer Funktion diese eindeutig bestimmt, gilt
H(t)=,,t>0. O

Bemerkung 6.1.23 Im Beweis des Satzes 6.1.22 haben wir gezeigt, dass
fiir verzogerte Erneuerungsprozesse mit Verteilung (6.5), H(t) ~ ﬁ nicht
nur asymptotisch fir ¢ — oo (wie im elementaren Erneuerungssatz) gilt,
sondern H(t) = i fiir alle t > 0. Das heif}t, im Durchschnitt erhalten wir
i Erneuerungen per Einheitszeitintervall. Deshalb nennt man einen solchen
Prozess N einen homogenen Erneuerungsprozess.

Man kann auch folgenden Satz beweisen:
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Satz 6.1.24 Falls N = {N(¢), t > 0} ein verzogerter Erneuerungsprozess
mit beliebiger Verzogerung 77 ist und nicht-arithmetischer Verteilung von
Tn,n>2, u=ET, € (0,00), dann gilt, dass

. 1
lim Py (@) = | Frwdy, a=o0.

t—o0

D.h., dass bei der Definition eines homogenen Erneuerungsprozesses die
Grenzverteilung des Exzesses x(t), t — oo gleich der Verteilung von T}
ist.

6.2 Inhomogene Poisson-Prozesse

In diesem Abschnitt wird die Definition eines homogenen Poisson-Prozesses
verallgemeinert.

Definition 6.2.1 Der Zihlprozess N = {N(t), ¢t > 0} heifit Poisson-
Prozess mit Intensitdtsmafl A, falls

1. N(0) =0 fs.

2. A ist ein lokal endliches Maf} auf R, , d.h., fiir das Maf3
A B(Ry) — Ry gilt A(B) < oo fiir jede beschriankte Menge B €
B(Ry).

3. N hat unabhingige Zuwichse.
4. N(t) — N(s) ~ Pois(A((s,t])) fur alle 0 < s <t < 0.

Manchmal wird der Poisson-Prozess N = {N(t), t > 0} definiert durch
das dazugehorige zufillige Poisson-Zahlmafl N = {N(B), B € B(R4)} via
N = N([0,t]), t > 0, wobei ein Zahlma$ ein lokal endliches Mafl mit Werten
in Ny ist.

Definition 6.2.2 Ein zufilliges Zahlmal N = {N(B), B € B(R)} heifit
Poissonsch mit lokal endlichem Intensitdtsmafl A, falls

1. fiir beliebiges n € N und fiir beliebige paarweise disjunkte beschrankte
Mengen By, B, ...,B, € B(Ry) die Zufallsvariablen N(Bj), N(Bz2),
.., N(By,) unabhéngig sind.

2. N(B) ~ Pois(A(B)), B € B(Ry), B-beschrénkt.

Offensichtlich folgen 3. und 4. in der Definition 6.2.1 aus 1. und 2. in der
Definition 6.2.2. Punkt 1. aus Definition 6.2.1 ist jedoch eigensténdig.
N(B), B € B(R;) wird als die Anzahl der Punkte von N in der Menge B
interpretiert.
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Bemerkung 6.2.3 Genau wie in Definition 6.2.2, kann ein Poisson-Zahlmaf
auch auf beliebigen metrischen Rdumen E mit einer Borel-o-Algebra defi-
niert werden. Sehr oft wird F = ]Rd, d > 1 gewéhlt.

Lemma 6.2.4 Fiir jedes lokal endliches Mafl A auf R existiert ein Poisson-
Prozess mit Intensitdtsmafl A.

Beweis Wiirde ein solcher Poisson-Prozess existieren, wire die charakteris-
tische Funktion @xy_n(s) () der Zuwichse N(t) — N(s), 0 < s <t < o0
gleich

5,(2) = Ppois(a((s.)) (2) = EMNEDETD 5 e R

nach 4. der Definition 6.2.1.

Wir zeigen, dass die Familie der charakteristischen Funktionen

{pst, 0 < s <t < oo} die Voraussetzung des Satzes 5.7.1 erfiillt: Fiir alle u
so, dass 0 < s < wu <t gilt

Osu(2)Pui(2) = eAM(sul) (€% =1) JA((wt]) (e ~1)
= e(A((S,u])+A((u’t]))(eiz71)

A((s,t]) (e~

=e 1) = psi(2), z€R,

da das Maf3 A additiv ist. Daher folgt die Existenz des Poisson-Prozesses N
aus dem Satz 5.7.1. O

Bemerkung 6.2.5

1. Die Existenz eines Poisson-Zahlmafles kann mit Hilfe des Satzes von
Kolmogorow (vgl. Satz 5.1.16) bewiesen werden (in seiner allgemeine-
ren Version).

2. Aus den Eigenschaften der Poisson-Verteilung folgt
EN(B) =Var N(B) =A(B), B e BR;).

Daher kann A(B) als die durchschnittliche Anzahl der Punkten von NV
in der Menge B, B € B(R..) interpretiert werden. Wir zeigen bald, dass
in diesem Fall N ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A ist.
Zur Erinnerung: In Abschnitt 5.2 war der homogene Poisson-Prozess
definiert als ein Erneuerungsprozess mit u.i.v. Zwischenankunftszeiten
Ty ~Exp(A): N(t) =sup{n e N : S, <t}, S, =T1+...+T,,n €N,
t>0.

Ubungsaufgabe 6.2.6 Zeigen Sie, dass ein homogener Poisson-Prozess ein

homogener Erneuerungsprozess mit 77 4 Ty ~ Exp()) ist.!

'Hinweis: Man muss zeigen, dass fiir eine beliebige Exponential-verteilte ZV X die
integrierte Tailverteilungsfunktion von X gleich Fx ist.
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Satz 6.2.7 Sei N = {N(t), t > 0} ein Zéhlprozess.
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

1.

N ist eine homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A > 0.

(a) N(t) ~ Pois(At), t >0
(b) fiir ein beliebiges n € N, ¢ > 0, gilt, dass der Zufallsvektor
(S1,...,Sn) unter der Bedingung {N(t) = n} die selbe Ver-
teilung wie ein Vektor der Ordnungsstatistiken von u.i.v. ZVn
U, €eU([0,t]),i=1,...,n hat.
) N hat unabhéngige Zuwiéchse,
) EN(1) = A, und
(c) Eigenschaft 2b) gilt.

)

)

N hat stationdre und unabhéngige Zuwéchse,

es gilt P(N(t) =0) =1—- Xt +o(t), P(N(t) = 1) = At + o(t),
£10.

(a) N hat stationire und unabhéngige Zuwéchse,
(b) Eigenschaft 2a) gilt.

Bemerkung 6.2.8

1.

Nach Satz 6.2.7.5, ist Definition 6.2.1 mit A(dz) = Adz, A € (0,00)
offensichtlich eine dquivalente Definition homogener Poisson-Prozesse.

. Der homogene Poisson-Prozess wurde Anfang des 20. Jh. von den Phy-

sikern A. Einstein and M. Smoluchowski eingefiihrt, um den Z&hlpro-
zess von Elementarteilchen in Geigerzdhlern zu modellieren.

Aus 6.2.7.4b) folgt P(N(t) > 1) =o(t), t | 0.

. Die Intensitét von N kann wie folgt interpretiert werden: A = EN (1) =

ﬁ, also die durchschnittliche Anzahl von Erneuerungen von N in-
nerhalb eines Zeitintervalls der Lange 1.

Die Erneuerungsfunktion eines homogenen Poisson-Prozesses ist H (t) =
At, t > 0. Dabei gilt H(t) = A([0,¢]), ¢ > 0 im Falle des nicht-

homogenen Poisson-Prozesses.

Beweis Schema: 1) = 2) = 3) =4) = 5) = 1).
1)=2):
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Aus 1) folgt S, = > 5_1 T ~ Erl(n,\), da T, ~ Exp(A), n € N und daher
P(N(t)=0)=P(Ty >t) =e* ¢t >0, und firn € N

P(N(t)=n) = P{N(t)=n}\{N({t)=n+1})
= P(N(t) >n)—P(N(t) >n+1)
= P(S,<t)— P(Spi1 <1

t \npn—1 t \n+1,n

x _ AR

= / e )‘xdx—/ T e My
0o (n—1)! o nl

= /t 4 (()\:c)"e_)\x> dx = ()" e, t>0.
o =z

n!

Damit ist 2a) gezeigt.
Wir folgern 2b): Nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvariablen (vgl.
[20, Theorem 3.6.2]) folgt aus

S1 =T
So = T1+ 1T
Spnt1 = Ti+...+Thta

dass die Dichte fg, . .. ,) von (51,..., Spi1) " ausgedriickt werden kann

durch die Dichte von (71, ...,Thi1)", T; ~ Exp(\),ui.v.:

n+1

Fesvsments s tng) = [ foo(te — ti—1)
k=1
n+1

- H Ne Mtr—tr—1)
k=1

— )\n+1e_)‘tn+1

fiir beliebige 0 < t; < ... < tp41, to = 0. Fiir alle anderen ¢4,...,t,+1 gilt
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J(S1,8ni1) (15 tng1) = 0. Also gilt weiter

fes1,n8) (15 - ta N () = n)
= f(Sl,...,Sn)(tl) o 7tn|Sk‘ S t? k S n, Sn+l > t)

_ I fesenSnon) (st )dtn 1 I(0 <ty <ty <L <ty <)
fg fO e fO ft (Slu'“)S’ﬂJrl)(tl’ e ,tn+1)d5n+1d5n e d81

foo )\n+1 —)\tn+1 dtn+1
f fo [ At e A [(0 < 51 < ... < s, < t)dspy1dsy ... dsq

)

n!
= a0t <h <. <ty <),

X[(Ogtlgtgg...gtng

~+

da man induktiv zeigen kann, dass

t ot t 4
//.../]I(0§51S...gsngt)dsl...dsn:—'.
0 Jo 0 n!

Dies ist genau die Dichte der Ordnungsstatistik von n u.i.v. U([0, t])-Zufallsvariablen.

Ubungsaufgabe 6.2.9 Zeige, dass das die Dichte der Ordnungsstatistik
von n u.i.v. U([0,t])-Zufallsvariablen ist.

2)=3)
Aus 2a) folgt offensichtlich 3b). Wir miissen lediglich die Unabhéngigkeit
der Zuwédchse von N beweisen. Fiir ein beliebiges n € N, z1,...,2, € N,

to=0<t1 <...<tp,firx=x1+... +x, gilt

P(Pg={N () = N(tk-1) = z1})
=P {N(tr) = N(tx—1) = 2 }|N(tn) = 2) x  P(N(ty) = x)

H Skl o nach 2b) e~ An (At’?)w nach 2a)
' . zn k=1 tn, T

ﬁ (ty — tk 1)) ke—)\(t}g—tk—l)’ (6.6)

wobei die zweite Wahrscheinlichkeit in der zweiten Zeile die Polynomialver-
n
teilung mit Parametern n, {M} » ist. Dieses Ereignis bedeutet, dass

tn
x unabhéngige gleich-verteilte Punkte in [0, ¢], auf n Korbe so verteilt sind,
dass genau xj Punkte in den Korb der Léinge t; — tx_1, kK =1,...,n fallen,

vgl. Zeichnung. Also ist 3a) gezeigt, denn

n

PRy {N(tr) = N(tp—1) = 2x}) = [T PUN(tr) = N(th-1) = zx}).
k=1
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X1 Xo ]Xn t

0 11 to tn—l tn

Abbildung 6.4: Skizze zu dem Fall 2) = 3).

3)=4)
Wir zeigen, dass N stationdre Zuwachse hat. Fiir ein beliebiges n € Ny,
T1,...,Tn EN, tg=0<t; <...<t, und h > 0 betrachten wir

I(h) = P(Ng_1{N(tx +h) = N(tg—1 +h) = 21.})

und zeigen, dass I(h) nicht von h € R abhéngt. Nach der Formel (6.6) gilt

= e () ()

|
m— Omﬂ}'l

X P(N(th+h)=m+z)

= i P(NE_{{N(tg) — N(tx—1) = zk}|N(t, + h) = m + x)
m=0

X P(N(ty +h) =m+x)

— 1(0)

fiir alle & > 0. Nun gilt fiir die Eigenschaft 4b) fiir h € (0,1):
P(N(h)=0) = i P(N(h) =0,N(1) = k)
= f: P(N(h) =0,N(1) — N(h) = k)
= i P(N(1) = N(h) = k, N(1) = k)
=0
= i P(N(1) = k)P(N(1) = N(h) = k | N(1) = k)
= Z P(N )(1 — h)k.
Insbesondere gilt, dass P(N(h) = 0) = 1 — M+ o(h), d.h,

!
lim - (1 = P(N(h) = 0)) = A,
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denn
% (1= P(N(h)=0)) = % (1 ~ Y P(N() = k)1 - h)’“)
k=0

— S PN =k S e
k=1
&= - 1= (1—h)

o S 0
k
= ZP EYe =EN(1) = ),

da die Reihe gleichméfliig in h konvergiert, weil sie dominiert wird durch
S0 P(N(1) = k)k = X < 0o, was aus der Ungleichung (1 — h)* > 1 — kh,
h € (0,1), k € N folgt. Ebenso kann man zeigen, dass

P(N(h)=1
i PV =1) Z P(N(1) = k)k(1 —h)* 1t =\
h—0 h—)Ok 1
4) = 5)
Wir miissen zeigen, dass fiir ein beliebiges n € Nund ¢ > 0
At
pu(t) = P(N(t) =n) = el n? (6.7)

gilt. Wir zeigen dies per Induktion bzgl. n.
Zuerst zeigen wir, dass po(t) = e, n = 0. Dazu betrachte

po(t+h) = P(N(t+h) =0)
P(N(t) = 0,N(t +h) — N(t) = 0)

(t)po(h)
(t)(1 = M+ o(h)), h — +0.

bo
p

0
Ahnlich zeigt man, dass

po(t) = po(t — h)(1 — Ah 4+ o(h)), h — +0.
Daher gilt

r o 1. Po(t+h) —po(t)

Aus pp(0) = P(N(0) =0) =1 folgt

{p’o(t) = —Apo(t),
po(0) = 1,

= —)\po(t), t > 0.
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so dass eine eindeutige Lésung po(t) = e, t > 0 existiert. Formel (6.7)
gelte nun fiir n. Wir zeigen dies nun fiir n + 1:

posi(t+h) =  P(N(t+h)=n+1)
—  P(N(t)=n,N(t+h)—N(@) =1)
+  P(N®)=n+1,N({t+h)—N(t)=0)
RS P(N(t) =k, N(t+h) —N{t)=n+1—k)
Bemerkung 0
6.2.8.3

Pn(t) - p1(h) + prsa(t) - po(h) + o(h)
- pn(t)()\h + 0<h))
+ Prt1(t)(1 — Ah+o(h)) + o(h), h — +0.

Daraus folgt

{ Panr(®) = =Mpuna(0)+pu(0), ¢> 0 (6:5)

Pn+1 (O) = 0.

n . . _ n+1
Da p,(t) = e"“% gilt, sehen wir, dass p,41(t) = e ((/\;ll)!

von (6.8) ist. Tatsdchlich gilt

eine Losung

o pupi(t) = C(t)e™ = C'(t)e ™ = XC(t)e ™ — AC(t)e ™™ + Ap,(t),

. C’(t) — )\HZ!ltn N C(t) — %7 C(O) =0.

5)=1)

Sei N ein Zahlprozess N(t) = max{n : S, <t}, t > 0, der die Bedingungen
5a) and 5b) erfiillt. Wir zeigen, dass S, = > p_; T} mit u.iv. T und T} ~
Exp(\), k € N. Da Ty, = Sy — Sk—1, k € N, Sy = 0, betrachten wir fir
bO:O§a1<b1§...§an<bn

P( ﬁ{ak < Sk Sbk})

k=1

n—1
= P {N(@) = N(bir) =0.N(b) ~ Naw) = 1)
k=1

M {N(an) = N(ba_1) = 0, N(b) — N(an) > 1})



KAPITEL 6. ZAHLPROZESSE 152

n—1
= [P (ar — be—1) = 0) P(N(by — ax) = 1))
k=1 B*A(ﬂk*”kfl) A(bk—ak)efk(bk*“k)
x P(N(ay —bp_1) = 0) P(N (b, — a,) > 1)
e—Man—by_1) (1—e—A(bn—an))
— e*/\(an*bn—ﬂ(l _ e*A(bn*an)) nl:[l A(by, — ak)e*)‘(bk*bk—l)
k=1

n—1
— /\nil(ei)‘a” — efAb") H (bk — ak)
k=1

by bn

= / Ne Nndy. .y
al Qn,

Die gemeinsame Dichte von (Si,...,S,)" ist deshalb gegeben durch

A Mn[(0 <y S yo < .o < ).

Wie in 1) = 2), Teil 2,b) kann man mit Hilfe der Dichtetransformationsfor-

mel zeigen, dass (T1,...,Ty)" die Dichte [[f_; Ae ™ * hat. O

Definition 6.2.10 Sei N = {N(¢), t > 0} eine homogener Poisson-Prozess
mit Intensitdt A > 0 konstruiert durch die Folge von Zwischenankufts-
zeiten {1}, }nen. Sei {Up}nen eine Folge von u.i.v. ZVn, undabhéngig von
{T }nen und Fyy die Verteilungsfunktion von U;. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 sei
X(t) = I(N(t) > 0) ZkN:(tl) Ue. X = {X(t), t > 0} heiBt zusammengesetz-
ter Poisson-Prozess mit Parametern A, Fy. Die Verteilung von X (t) heif3t
zusammengesetzte Poisson- Verteilung mit Parametern At, Fy.

Bemerkung 6.2.11

1. Der zusammengesetzte Poisson-Prozess kann wie folgt interpretiert
werden:
X(t) = ,Marken“ U, des homogenen Poisson-Prozesses (N, U) bis
Zeitpunkt t.

2. Klassische Anwendungen der zusammengesetzten Poisson-Prozesse sind

o Warteschlangentheorie: X (¢) = Gesamtarbeitsbelastung eines Ser-
vers bis zum Zeitpunkt ¢, falls Auftrdge zum Zeitpunkt
Sp = Y p—1 Tk, n € N ankommen und U,, n € N Zeit verbrau-
chen.

o Versicherungsmathematik: X (¢t) = Gesamtschaden eines Portfo-
lios bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 mit
N (t)= # Schiden und U,, = jeweilige Schadenshohe.

Satz 6.2.12 Sei X = {X(t), t > 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess
mit Parametern \, Fyy. Es gilt:
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1. X hat unabhéngige und stationdre Zuwéchse.

2. Falls my(s) = Ee?Vt) s € R die momentenerzeugende Funktion von
Uy ist, s.d. my(s) < oo, s € R, dann gilt

M (s) = eMMEOTD s e R ¢ >0,
EX(t) = MEUy, t > 0,

Var X (t) = MEU?, t > 0.

Beweis 1. Z.z. Fur beliebiges n e N, 0 <ty <t; <...<t,und h >0

gilt
N(t1+h) N(tn+h)
P Z Uilgxl,..., Z UZnSm’n
i1=N(to+h)+1 in=N(tn—1+h)+1

n N(ty)
=HP( > Uikgxk)

fiir beliebige z1,...,x, € R. Es gilt

N(t1+h) N(tn+h)
P Z Uilgxl,..., Z Uingxn
i1=N(to+h)+1 in=N(tn—1+h)+1

ﬁF;k](xj)) P ( ﬁ {N(tm + h) - N(tmfl + h) = km}>

ki,....,kn=0 (]:1 m=1
[e'e) n " n
= Z (H FUj(SUJ)) (H P(N(tm)_N(tml)—km)>
k1, kn=0 \j=1 m=1
=TI X FF(am)P(N(tm) = N(tm-1) = k)
m=1k;,=0
n N(tm)
=[P ( > Uy, < xm> .
m=1" \km=N(tm—1)+1

2. Ubungsaufgabe.
O

Ein Cox-Prozess ist ein (i.A. inhomogener) Poisson-Prozess mit zufilligem
Intensitéts-Mafl A.

Definition 6.2.13 Sei A = {A(B), B € B(R4)} ein f.s. lokal endliches
Zufallsmafl. Das zufillige Zéhlmal N = {N(B), B € B(R;)} heiit Cox
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Zihlmaf$ (oder doppelt-stochastisches Poisson-Maj$) mit zufdlligem Intensi-
tatsmafs A, falls fir beliebige n € N, kq,...,k, € Ny und
0<a1 <b <ax<by<...<ay < b, gilt, dass

- M ((ai, by
P(N_y {N((as, b)) = ki}) =E (1‘[1 eA((ai,bin\((ki!f’])> '

Der Prozess {N(t), t > 0} mit N(¢) = N((0,¢]) heiit Coz-Prozess (oder
doppelt-stochastischer Poisson-Prozess) mit zufilligem Intensitédtsmafl A.

Beispiel 6.2.14

1. Falls das zufillige Mafl A f.s. absolutstetig ist bzgl. des Lebesgue-
MaBes, d.h., A(B) = [z A(t)dt, B - beschrankt, B € B(R), wo-
bei {A(t),¢ > 0} ein stochastischer Prozess mit f.s. Borel-messbaren,
Lebesgue-integrierbaren Pfaden ist, A(¢) > 0 f.s. fiir alle ¢ > 0, dann
heiBBt {A\(¢),t > 0} Intensitdts-Prozess von N.

2. Es kann sein, dass A\(f) = Y mit einer nicht-negativen ZV Y. Dann
gilt A(B) = Yv1(B), also hat N eine zufillige Intensitdt Y. Solche
Cox-Prozesse heiflen gemischte Poisson-Prozesse.

Ein Cox-Prozess N = {N(t), t > 0} mit Intensitiats-Prozess {\(t), t > 0}
kann wie folgt konstruiert und simuliert werden:

1. Sei N = {N(t), t > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitit
1 unabhéngig von {\(¢), t > 0}.

2. Es gilt N 2 Ny, wobei der Prozess N = {N1(t), t > 0} durch
Ni(t) = N(f3 M(y)dy), t > 0, gegeben ist (die Behauptung N <N
muss bewiesen werden, was wir hier aber nicht tun werden).



Kapitel 7

Wiener-Prozess

Die korrekte Erklarung der Natur chaotischer Bewegungen von winzigen
Partikeln in Fliissigkeiten oder Gasen durch die atomare Struktur der Mas-
se, wurde bereits von dem réomischen Philosophen Lucretius 60 v.Chr. in
seinem Buch ,,Uber die Natur der Dinge” gegeben: ,Beobachte was pas-
siert, wenn Sonnenstrahlen in ein Gebdude eintreten und Licht auf schattige
Oberflachen strahlt. Zu sehen, ist eine Vielzahl von Partikeln, welche sich in
der Luft bewegen... Ihre Bewegungen sind ein Indikator der unterliegenden
Bewegung der Materie, welche uns verbogen bleibt... Der Ursprung findet
sich in den Atomen, welche sich selbst (d.h. zufillig) Bewegen. Diese klei-
nen zusammengesetzten Korper, welche am wenigsten von dem Impetus der
Atome entfernt sind, werden durch den Aufprall ihrer unsichtbaren Stéfe in
Bewegung gesetzt und prallen gegen die minimal gréfleren Korper. Diese Be-
wegungen addieren sich durch die Atome schrittweise bis zu dem Punkt auf,
an welchem auch wir die Bewegungen im Sonnenlicht wahrnehmen kénnen.”
Ahnliche Bewegungen von Koérnern auf der Wasseroberfliche, wurden auch
von dem Robert Brown beobachtet. Dieser erklarte die Bewegung allerdings
durch eine bestimmte ,,Lebenskraft” in den Kérnern. Aufgrund seines Bei-
trages erhielt der stochastische Prozess auch den Name ,,Brownsche Bewe-
gung” (engl. "Brownian Motion”). Thren mathematischen Ursprung findet
die Brownsche Bewegung im 20 Jh. durch Louis Bachelier (1900), Mari-
an Smoluchowski und Albert Einstein (1905). Einstein zeigte, dass falls
(u(x,t)) die Dichte (Anzahl der Partikel per Volumeneinheit) an einem

Punkt o zum Zeitpunkt ¢ ist, diese Funktion der Warmeleitungsgleichung
uj(z,t) = $ul(z,t) mit Losung u(z,t) = ﬁexp (—%2) xeR, t>0 ge
niigt. u ist insbesondere die Dichte einer AN/ (0,¢) verteilten Zufallsvariable.
Einsteins Erklarung wurde durch Experimente 1908 bestétigt, welche einen
Beweis fiir die atomare Struktur der Natur bewiesen.

Der franzoésische Physiker Perrin beschrieb die Pfade der Brownschen Be-
wegung als natiirliche Funktionen, welche zwar stetig aber nirgends diffe-

renzierbar sind. Der amerikanische Mathematiker Norbert Wiener (1928)

155
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fasste diesen Gedankengang auf und betrachtete daraufhin die Pfade eines
einzigen Korns, im Vergleich zum vorherigen Modell, welches die gesamte
Ansammlung der Korner betrachtete. Wiener formulierte darauthin die ma-
thematische Grundlage der Brownschen Bewegung. Insbesondere definierte
er diese als eine zufillige Funktion und bewies deren Existenz, was dazu
fihrte, dass diese heute auch den Namen ,,Wiener-Prozess” besitzt.

7.1 Elementare Eigenschaften

In Abschnitt 5.2 haben wir die Brownsche Bewegung (oder Wiener-Prozess)
W = {W(t), t > 0} definiert als einen Gaufischen Prozess mit EW (t) = 0
und Cov (W(s), W (t)) = min{s,t}, s,t > 0.

Frage: Wieso existiert die Brownsche Bewegung?

Nach dem Satz 5.1.16 existiert ein reell-wertiger Gauflscher Prozess

X ={X(t), t > 0} mit Erwartungswert EX (¢) = u(t), t > 0 und Kovarianz-
funktion Cov (X(s), X(t)) = C(s,t), s,t > 0 fiir jede Funktion p: Ry — R
und jede positiv semidefinite Funktion C': Ry x Ry — R.

Ubungsaufgabe 7.1.1 Zeige, dass C(s,t) = min{s,t}, s,t > 0 positiv
semidefinit ist.

Wir geben nun eine neue (dquivalente) Definition:

Definition 7.1.2 Ein stochastischer Prozess W = {W(t), t > 0} heifit
Wiener-Prozess (oder Brownsche Bewegung), falls

1. W(0)=0fs.,
2. W hat unabhéngige Zuwéchse,
3. W(t)—W(s) ~N(0,t—s),0<s<t.

Die Existenz von W (nach der Definition 7.1.2) folgt aus Satz 5.7.1, da

pos(z) = BEWO-W@) _ ~49= g

und
(t—u)22 (u—s)z2 (t—s)z2
e 2 e 2 =e 2

fiir 0 < s < wu <t und daher

@s,u(z)()pu,t(z) - CPs,t(Z)a z € R.

Aus dem Satz 5.3.16 folgt die Existenz einer Modifikation mit stetigen Pfa-
den.

Ubungsaufgabe 7.1.3 Zeige, dass Satz 5.3.16 fiir a« = 3, § = % gilt.

Satz 7.1.4 Die beiden Definitionen des Wiener-Prozesses sind dquivalent.
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Beweis

1. Definition 7.1.2 <= Definition in Abschnitt 5.2:
W(0) = 0 f.s. folgt aus Var (W (0)) = min{0,0} = 0.
Wir zeigen, dass die Zuwéchse von W unabhéngig sind:
Falls Y ~ N(u, K) ein n-dimensionaler Gaufischer Zufallsvektor ist
und A eine (n x n)-Matrix, dann gilt

AY ~ N(Ap, AKAT).

Dies folgt aus der expliziten Form der charakteristischen Funktion von
Y.Nunsein € N,0 =1ty <t; <...<ty,Y = (W(t), W(t1),...,W(tn))".
Fiir Z = (W (to), W(t1) =W (to),...,W(tn) =W (tn_1))" gilt Z = AY,

wobei
1 0 0 0
-1 10 0
A= 0 -1 1 0 0
0 0 0 -1 1

Daher ist auch Z Gaufisch mit einer diagonalen Kovarianzmatrix. Es
gilt

Cov (W(tiy1) = W(ti), W(tj11) — W(t)))
= min{tH_l, tj+1} — min{ti“, tj} - min{ti, tj+1} + min{ti, tj}
=0

fiir ¢ # j. Daher sind die Koordinaten von Z unkorreliert, was dquiva-
lent zur Unabhéngigkeit im Falle von multivariater Normalerverteilung
ist.
Daher sind die Zuwéachse von W unabhéngig und es gilt fiir beliebige
0<s<t

W(t) —W(s) ~ N(0,t — s).
Die Normalverteilung folgt, da Z = AY Gaufisch ist.
Offensichtlich gilt EW (¢) — EW (s) = 0 und

Var (W (t) — W (s))
= Var (W(t)) —2Cov (W(s), W(t)) 4 Var (W(s))
= t—2min{s,t} +s

= t—s.
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2. Definition 7.1.2 = Definition in Abschnitt 5.2:
Da W(t) — W(s) ~ N(0,t —s) fir 0 < s < t, gilt

Cov (W (s), W(t)) = E[W(s)(W(t) — W(s) + W(s))]
= EW(s)E(W(t) — W(s)) + Var W(s)

:S,

und daher gilt auch Cov (W (s), W (t)) = min{s,t}.
Aus W(t) — W(s) ~ N(0,t—s) und W(0) = 0 folgt EW (¢t) =0, ¢t > 0.
Dass W ein GauBscher Prozess ist, folgt aus Teil 1) des Beweises:
Y =A"12

O

Definition 7.1.5 Der Prozess {W (t), t > 0}, W(t) = (Wi (t),..., Wa(t))",
t > 0 heifit d-dimensionale Brownsche Bewegung, falls W; = {W;(t), t > 0}
unabhéngige Wiener-Prozesse sind fir i = 1,...,d.

Definition 7.1.5 und Ubungsaufgabe 7.1.3 garantieren die Existenz eines
Wiener-Prozesses mit stetigen Pfaden.

Frage: Wie konstruieren wir diese Pfade?

Um die Antwort dieser Frage geht es im néichsten Abschnitt.

7.2 Explizite Konstruktion des Wiener-Prozess

Wir konstruieren den Wiener-Prozess zunéchst auf dem Intervall [0, 1].
Idee: Fiihre eine stochastischen Prozess X = {X(¢), t € [0,1]} definiert

auf einem W-Unterraum (2, 4, P) von (2, F,P) mit X 2w ein, wobei
X(t) =30 cn(t)Yn, t € [0,1] und {Y;, }nen eine Folge von u.i.v. N(0,1)-
ZVn ist und c,(t) = [3 Ha(s)ds, t € [0,1], n € N. Wir bezeichnen mit
{H,}nen die orthonormale Haar-Basis in L?([0,1]), die wir nun definieren:

Definition 7.2.1 Die Funktionen H,, : [0,1] — R, n € N heilen Haar-
Funktionen, falls

. Hl(t>:1, tG[O,l],

o« Hy(t)=1Ipy () —I1y (),  te[0,1],

3
o Hy(t)=22(Ip, ,(t) — I, (t), te[0,1],2" <k <2+,
wobei
o Ik =lank, ank+27"71,

* Jnk = (an,k + 2—71—17 an k + 2—71]’

« app=2"(k—2"—1),neN.
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H(t)
iGN R
- _
Gk | g2 1
_on/2 Lo L_l

Abbildung 7.1: Haar-Funktionen

Lemma 7.2.2 Das Funktionensystem {Hp,},cn ist eine Orthonormalbasis
des L2([0,1]) mit Sklarprodukt

()= [ gt 1€ 12(0,1).

Beweis Die Orthonormalitit des Systems (Hy, Hy,) = 0k, k,n € N folgt
direkt aus der Defintion 7.2.1.

Wir beweisen nun die Vollstdndigkeit von { Hy, }nen:

Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine beliebige Funktion g € L?([0,1]) mit
(9, Hpn) =0, n € N, fast iiberall auf [0, 1]

g=0

gilt. Wir kénnen die Indikatorfunktion eines Intervalls Ij, , ,  49-n-1] schrei-
ben als Linearkombination von H,, n € N:

L )
[07% - 2 ’
1, - Uh—H)
(57]-] 2 ’
(I 17 + Lffg)
Iy = ””2“5 Con=1, k=3
(Ijg,1) — -5 H3)
I(l l] — [0»2] V2 , n:l7 k=3
12 2
(I[an yam +27n} +27%Hk)
la,, pian pr2m-1) = At 5 . V< k< omtL
Daher gilt
(k1)
2n

g)dt =0, neNy, k=0,...,2"—1

K
2n
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und deswegen auch

t k

G(t):/g(s)ds:o, t=2—n,n€No,k:O,...,2n—1.
0

Da G stetig auf [0, 1] ist, folgt G(t) = 0, ¢ € [0, 1], und daher g(s) = G'(s) =0

fiir fast alle s € [0, 1]. O

Aus Lemma 7.2.2 folgt, dass zwei beliebige Funktionen f,g € L?([0, 1]) dar-
gestellt werden koénnen als

f= Z(fa Hn>Hn und g = Z<g7 Hn>Hn
n=1 n=1
(beide Reihen konvergieren in L%([0,1])) und es gilt
n=1

(Parseval-Identitat).
Definition 7.2.3 Die Funktionen

t
S (1) :/ Ho(s)ds = (Tg, Hy), t€[0,1], neN
0

heilen Schauder-Funktionen.

) S1(t) Sz(t) Sn(t)
05 s ‘
| | R S
3 t 3 13 /\ - !
1 0.5 1 ko ang 2l

Abbildung 7.2: Schauder-Funktionen

Lemma 7.2.4 Es gilt:
1. Su(t)>0,t€[0,1], n €N,
2. Zill Sgn+k(t) < %27%7 te [07 1]5 ne Nv

3. Sei {a, }nen eine Folge reeller Zahlen mit a, = O(n®), € < 3, n — oo.
Dann konvergiert die Reihe Y 02 ; a,S,(t) absolut und gleichméfig in
t € [0,1] und ist daher eine stetige Funktion auf [0, 1].
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Beweis
1. Folgt direkt aus der Definition 7.2.1.

2. Gilt, da die Funktionen Son fiir k = 1,..., 2" disjunkte Trager haben
und

Sonyx(t) < Sonyp(any +27""H =2"2"1 telo,1].

3. Es geniigt zu zeigen, dass

R, = sup lag|Sk(t) —— 0.
" te[0,1] kgn n—oo

Fir jedes k € N und ¢ > 0 gilt |ag| < ck®. Daher gilt auch fir alle
t €0,1] und n € N, dass

ST anlS(t) <20tV N Sy

2n<k§2n+1 2n<k§2n+1

S c- 2(7’L+1)6 . 2—%—1 S c- 28—”(%—6).
Dae < %, folgt

Ryp<c-203 27379 — 0,
m—0o0
n>m

O

Lemma 7.2.5 Sei {Y},}nen eine Folge von (nicht notwendigerweise unab-
héngigen) Zufallsvariablen definiert auf (2, A4, P) mit Y,, ~ N(0,1), n € N.
Dann gilt

o=

|Y,| = O((logn)2), n — oo, fs.

Beweis Wir miissen zeigen, dass fiir ¢ > /2 und 1fast alle w € 2 ein

no = no(w,c) € N existiert, s.d. |Y,] < c(logn)2 fir n > ng. Falls Y ~
N(0,1), z > 0, dann gilt

P(z):=P(Y >x) =
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2

_z

(Wir kénnen sogar zeigen, dass ®(z) ~ %e 2, x — 00). Daher gilt fiir

¢ > /2, dass

-

> P(Y,] > c(logn)%

_1 ,ﬁq
E (logn) 2e 2 8"
n>2 n>2

aa\w

1
V/E n>2
Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (vlg. [20, Lemma 2.2.1]) gilt

P(ﬂL}@):m

n k>n

[V

c

2 < o0.

(log n)_%n

falls >~ P(Ag) < oo mit
A = {|Ys| > ¢ (logk)2}, keN.
Daher tritt Ay in unendlicher Anzahl nur mit Wkt. 0 ein, d.h.
Yl < cllogn)?
fir n > ny. ]

Lemma 7.2.6 Sei {Y}, },en eine Folge von unabhéngigen N (0, 1)-verteilten
Zufallsvariablen. Seien {a, }neny und {b, }nen Folgen von Zahlen mit

gm om
Z lagm k| < 2°%  und Z |bam 4| < 2°%, meN.
k=1 k=1

(o ¢] o
Dann existieren U = Y a,Y, und V = Y b,Y, f.s., wobei
n=1 n=1
o0

N(0, Z a2) und V ~ N(0, > b2),

n=1 n=1
mit Cov (U, V) = Z anby. U und V sind auflerdem unabhéngig genau dann,
=1
wenn Cov (U, V) = 0.
Beweis Nach Lemma 7.2.4 und 7.2.5 existieren die Grenzwerte U und V

f.s. (ersetze dazu a,, durch Y, und S,, durch z.B. b, in Lemma 7.2.4).
m
Aus der Faltungsstabilitit der Normalverteilung folgt fir U™ = Y @, Y,

n=1

und V(™) = in: bn Yy, dass

n=1

U™ ~ N0, a?) und V™ ozm
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DaU™ LU und V™ 4V folgt U ~ N(0, 2%, a2) und V ~ N(0, -2, b2).
Es gilt sogar

o o
C UvVv) = E b Yo Y | = nbom E(Y,, Y
ov ( ) ( Z a ) Z a ( )

n,m=1 n,m=1

5nm
[eS)
= Z anb’m
n=1

nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz von Lebesgue, da nach Lem-
ma 7.2.5 fiir n > Ny

1 c 1

Y, <c(logn)2 <c-enf, e< =

gilt und die dominierende Reihe konvergiert nach Lemma 7.2.4:

27n+1 f,s 2m+1
Z anbiY, Y, < Z anbrc?nfke < 22%m+l) [o=% o=7%
n,k=2m n,k=2m

< 2c22~(=2e)m 1 _ 9.5,

Fiir hinreichend grofles m gilt

oo (o] )
Z anbip Yy Yi < 262 Z 2= (1729)) < oo,
n,k=2m j=m

und diese Reihe konvergiert f.s. Nun zeigen wir
Cov (U,V) =0 <= U und V sind unabhéingig.

Aus Unabhéngigkeit folgt stets die Unkorreliertheit von Zufallsvariablen.
Wir zeigen nun die Umkehrung:
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Aus (U(m), V(m)) —d——> (U, V) folgt @(U(m)yv(m)) m PU,V) und daher

m—ro0

owv)(s,t) = éi_rpooEexp {z (t Z apYy + s Z bnYn> }
k=1 n=1
= lim Eexp {z Z(tak + sbk)Yk}

m—00
k=1

= lim ] Eexp{i(tai + sby)Ys}
k=1

m—r0o0
. - ta + sby, 2
- o fleof
k=1
_ . (tay + sby)?
= exp { Z f
k=1
= exp —ﬁi(f expy ts iab exp —S—ZibQ
9 k kYk 9 k
k=1 k=1 k=1
Cov (U,V)=0
= pult)ev(s),
s,t € R.
Daher sind U und V' unabhéngig, wenn Cov (U,V) = 0. O

Bemerkung 7.2.7

1. Lemma 7.2.6 ist ein Spezialfall der Theorie der Gauflschen linearen
zufélligen Funktionen indiziert durch Elemente eines Hilbertraums L.

2. Wir setzten L = ls, den Raum der Folgen reeller Zahlen b = {b,}52,
mit der Eigenschaft ||blla := /> ;b7 < oo ausgestattet mit dem
Skalarprodukt (a,b)s := >0 anby, fir a,b € lo.

3. Sei X ={X(a), a € ly} definiert als X (a) = (a,Y )2, wobei
Y = {Y,,}52, eingefiihrt wurde in Lemma 7.2.6.

4. Dann folgt einfach, dass X (a) ~ N(0, ||a||3) und
Cov (X(a), X(b)) = (@, b}

5. Man kann leicht zeigen, dass X eine Gaufische zufillige Funktion ist,
die man linear nennt.

6. Gauflsche lineare zuféllige Funktionen spielen eine grofie Rolle in der
Theorie der L-wertigen Gaufischen zufélligen Elemente, vgl. [?] Kapi-
tel. I, Abschnitt 4.
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Satz 7.2.8 Sei {Y,, n € N} eine Folge von unabhiangigen N (0, 1)-verteilten
ZVn und auf dem W-Raum (Q2, F, P).

Dann existiert ein W-Unterraum (Qg, Fo, P) von (2, F, P) und ein stochas-
tischer Prozess X = {X(¢), t € [0,1]} darauf, s.d.

X(t,w) = i Y, (w)Sn(t), te[0,1], we Qo
n=1

und X £ W gilt.
Dabei ist {S), }nen die Familie der Schauder-Funktionen.

Beweis Nach Lemma 7.2.4.2 erfiillen die Koeffizienten S, (t) die Bedingun-
gen von Lemma 7.2.6 fiir jedes ¢ € [0, 1].

Nach 7.2.5 existiert eine Teilmenge Qp C 2, Qp € F mit P(Qp) = 1, s.d. fur
jedes w € )y die Relation

[Yo(w)| = O(/logn), n— o

gilt.
Sei Fy = F N Qy. Wir beschrianken uns auf den W-Raum (g, Fo, P). Die
Bedingung

ist fiir € < % erfiillt, da
logn < n®

fiir hinreichend grofies n gilt und nach Lemma 7.2.2; 3) die Reihe

Z Y (w)Sn ()
n=1

absolut und gleichméfig auf ¢ € [0,1] gegen die Funktion X (w,t), w € Qo
konvergiert, die stetig ist in ¢ fiir jedes w € Qg. X (-, ) ist eine Zufallsvaria-
ble, da in Lemma 7.2.6 die Konvergenz der Reihe f.s. gilt.

Bs gilt X(t) ~ N(0,3°0°, S2(t)) fiir t € [0,1]. Wir zeigen, dass der sto-
chastische Prozess definiert auf (Qg, Fo, P) ein Wiener-Prozess ist. Dazu
iiberpriifen wir die Bedingungen von 7.1.2.
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Betrachte beliebige 0 < ¢; <t und t3 < t4 < 1 und berechne:
Cov (X(tg) — X(tl), X(t4> — X(t3))

— Cov <§: Ya(Su(t2) = Sa(t)): S Ya(Sults) — Sn(tg))>
n=1 n=1

(e 9]

= Y (Sult2) = Su(t1)) - (Sn(ts) — Sul(ts))

n=1
00

= Y ((Hn,Jjo,1) — (Hns Tjo,031)) - ((Hns Dj0,00) — (Hns Tjo 1))

n=1
oS

= (Hny Li0,t5) = Lj0,00)) (Hns Tjo,04) — To,25))
1

= {o,ta) = L0,t1)> L0,ta) — L[0,23))
(0,t0)> Lio,ta) — Tj0,61) L1o,6a) — Tj0,t0) Ljo,3]) + Lj0,t1) Ljo,24])
= min{te,t4} — min{ty, 4} — min{te, t3} + min{ty, t3},

wegen der Parseval- Identitdt und da
min{s,t}
(10,5 Ljo,1) = / du = min{s,t}, s,t€[0,1].
0

Falls 0 <t <ty <t3 <ty <1 gilt, folgt
COV (X(tg) — X(tl),X(t4) — X(tg)) = tQ — tl - tQ + t1 =0.

Also sind Zuwiéchse von X (nach Lemma 7.2.6) unabhéngig. Aulerdem gilt

X(t)—X(s) = i Yo (Sn(t) — Sn(s)) ~ N(0, Var (X(t) — X(s)))
n=1

gilt nach Lemma 7.2.6: X (t) — X(s) ~ N(0,t —s) und X L W nach
7.1.2. U

Bemerkung 7.2.9

1. Satz 7.2.8 ist die Grundlage fiir die approximative Simulation der Pfa-
de einer Brownschen Bewegung durch die Partialsummen
XM () =1 ¥3.5,(t), t € [0,1] fiir hinreichend groBes n € N.

2. Die Konstruktion in Satz 7.2.8 kann genutzt werden fiir die Kon-
struktion des Wiener-Prozesses mit stetigen Pfaden auf dem Inter-
vall [0,tg] fiir beliebiges to > 0. Falls W = {W(¢t), t € [0,1]} ein
Wiener-Prozess auf [0, 1] ist, dann ist auch Y = {Y'(¢), t € [0, to]} mit
Y(t) = \/%W(%), t € [0, to] ein Wiener-Prozess auf [0, to].
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3. Ein Wiener-Prozess W mit stetigen Pfaden auf R, kann wie folgt
konstruiert werden: Seien W™ = {W () (t), ¢t € [0,1]} unabhingige
Kopien des Wiener-Prozesses wir in Satz 7.2.8. Definiere

1wﬂ:§yaqm4mpEﬁMWU+qu—m—m
n=1 k=1

fiir t > 0. Dann gilt

W), refo,1],
W)+ W (- 1), telt,2],
Wit) =1 @ 3 (s
WO1) + WA 1)+ WO (£ —2), €23,
usw.
WOt - - -

—
—

=l

=

i
e——
—]
—
]

wOQ)+ WO -------

Abbildung 7.3: Konstruktion des Wiener Prozess auf [0, c0)

Ubungsaufgabe 7.2.10 Beweise 7.2.9.2.

Ubungsaufgabe 7.2.11 Zeige, dass der eingefiihrte stochastische Prozess
W ={W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess auf R ist.

7.3 Verteilungs- und Pfadeigenschaften vom Wie-
ner - Prozess
7.3.1 Donskers Invarianzprinzip

Sei {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess und Zi, Zs, ... eine Folge von
unabhéngige Zufallsvariablen mit EZ; =0, Var Z; = 1,7 > 1 z.B.
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P(Zy=1)=P(Z;=-1) = 3.
Fiir jedes n € N definieren wir {W ™ (¢), ¢ € [0,1]} durch

Z[nt] +1
\/ﬁ Y

—~ S

W (1) = % + (nt — [nt)) (7.1)
WObeiSizzl—l-...-f-Zi,iZl,50:0. ~
Konstruiere eine Approximation von W durch eine zuféllige Irrfahrt W)
mit Schrittgrofie Z; fiir n — oo.

Satz 7.3.1 Seien Py, bzw. Py Verteilungen von W™ bzw. W in o, 1].

Dann gilt Psny L Py, fir n — oo, wobei mit W die schwache Kon-
vergenz in C0,1], gemeint ist, d.h. fiir jede beschrénkte, stetige Funktion
f:C[0,1] - R gilt

/fdpﬁ/(n) njo/fdPW
Bemerkung 7.3.2

« Bei der Konstruktion der Approximation W™ (t), kann jede Folge von
wiv. {Z,tneny mit EZ,, = 0 und Var Z,, = 1 verwendet werden.

o Dies wurde von Monroe Donsker (1951) bewiesen und wird Invarianz-
prinzip genannt, da die Approximation W (-) von W () nicht von
der Verteilung von Z; abhéngt.

Satz 7.3.1 besagt, dass die Verteilung der ganzen Pfade von W(")(-) gegen
die von W (-) konvergiert. Der Beweis ist sehr theoretisch (vgl.[15] 21.6-21.8).
Wir zeigen nur die Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen.

Lemma 7.3.3 Fiir jedes k > 1 und beliebige ¢1,...,t; € [0, 1] gilt:
17 (n 7 (n T4
(WO ), ..., W) =5 (W(t),.., W)

Beweis Fir £ = 1, ist die Aussage ein einfaches Korollar des Zentralen
Grenzwertsatzes. Betrachte den Spezialfall k£ = 2 (fir k > 2 ist der Beweis
analog): Sei t; < to. Fir alle s1, 59 € R gilt:

Sint,|
NG
(Sinta] = S|ntr]+1)
o
s

S
+ Ziaapa (o = lnts) e+ 22 )
S
+ Zinty)+1(nt2 — {ntgj)i

NG

81W(n) (tl) + SQWN/(n) (tg) = (81 + 82)

+ S9
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da  S|nty| = Sintr] T Sinta] — Sintij+1 T Z|nty)+1- Beachte, dass die vier
Summanden auf der rechten Seite der Gleichung unabhéngig sind und, dass
die letzten beiden gegen 0 konvergieren (f.s. und deshalb auch in Verteilung).
Es gilt

d

1
Y, = Z\_nt]—l—l% (nt — [nt]) — 0,
@ (nt — |nt))
nt—|n S
oy, (s) = vz (\/ﬁ> n:zo 0z(0) =1 = o(s),
also auch
v, - 0.
n—oo

Daraus folgt auch

(51 W) (81 +52 W (™) (£2))

lim Ee
n—00
.81+s9 . 89
— lim Fe' v S[ntljEezﬁ(sLntQJ_SLnt1j+l)
n—00
i(s51+52) Lnty] Sinty] 52 g
— hm Ee no/Inty] Eelﬁ [nto|—|nty]—1
n— 00
ZGWS e*%(51+52)267%s%

e—%(s%t1+25182t1+sgt2)

— e—%(s%t1+25182 min{tl,tg}+s§t2)

= QW (t1),W(t2)) (815 52),
wobei PW (£1),W (t2)) charakteristische Funktion von (W (t1), W(t2))T ist. Cle-

nauer gilt

Sin
[t — V/t1 und Lt 4, Y1 ~ N(0,1)

n  n—oo LntIJ n—o00

nach dem Zentralen Grenzwertsatz und analog

LS _ \/Lntﬂ —[nt1] =1 Spaty)—|nt1 1
Ll =lnil =1 JInta] — [nti] -1

S\nts)—nt1|—1 d
— Vitg — 1Yo,
Vnta] — [ntg] — L noee ¥ 20 102

wobei Y2 ~ N(0,1) unabhingig von Y; ist. Die Aquivalenz der Konvergenz
in Verteilung und der schwachen Konvergenz und die Tatsache, dass

QOY(S) _ EeisY _ 6_8202/2,

falls Y ~ N(0,0?), schlieBen den Beweis. O
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7.3.2 Gesetz der groflen Zahlen

Definiere

M; = max W(s),t > 0, (7.2)
s€[0,t]

wobei W = {W(t),t > 0} ein Wiener-Prozess ist. Die Abbildung
M; : ©Q — [0,00) gegeben in (7.2) ist eine wohldefinierte Zufallsvariable, da

X3
max W(s,w) = lim max W <Zn,w>

s€[0,t] n—o0i=1,...,n

fir alle w € Q gilt, weil die Pfade von {W (t), ¢t > 0} stetig sind.
Den folgenden Satz nehmen wir ohne Beweis hin:

Satz 7.3.4 Sei W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess definiert auf dem
W-Raum (9, F, P). Dann gilt:

P(M;>zxz)=2P(W(t)>z)=1/— / e 2tdy, z>0,t>0. (7.3)
Aus (7.3) folgt, dass m[zoawl(] W (t) einen exponentiell beschrankten Tail hat.
t€lo,
Deshalb hat max] W (t) endliche k-te Momente fur k& € N.

t€[0,1
Folgerung 7.3.5 Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt
W (t
W) 1 g,
t t—00

Beweis Fiir jedest > 03! ne N:t € [n,n+1). Wir zeigen, dass
W) g Wn) W)

und — 0.
t nt=soo N n—>oo
Mit dem Starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Satz 4.1.7) folgt
1 1 & . . fs.
el - — —-1)) = EW(Q1) =
nW(n) - ZEZl(W(z) Wi —1)) = W(1)=0

aufgrund der Unabhéngigkeit und Stationaritdt der Zuwéchse
W(i) - W(i—1) L W(1) - W(0)=W(1), ieN

von W und weil W (1) ~ N(0,1). Nun gilt

wit) W(n)‘

< Wt(t) W?n)‘ ‘ W(n) Wi(n)

- t t t n

< |lwm) (1 - i) ‘ + s Wit s) = W)
< iW(n)’ + Ziln)’
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wobei

Z(n)= sup [W(n+s)—W(n)|, neN
s€[0,1]

eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen mit

Z(n) = Z2(0) = s (W (s)]

ist. Wir zeigen, dass EZ(0) < oo. Falls dies gilt, dann folgt auch

A0 1S s - 1S 20) Ly w0 - B20) =0
i=1 i=1

nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen (vgl. Satz 4.1.7).

P(Z(0)>z) <P (glél[%ﬁ] W(s) > x) +P (Srél[%ﬁ](—W(s)) > x)

=2P (max Wi(s) > m) = 2\/5/6_92/26@
s€[0,1] s

nach Satz 7.3.4, da {—W(s), s > 0} auch ein Wiener-Prozess ist aufgrund
seiner Symmetrie (vgl. Satz 7.3.6). Dann gilt

EZ(0) = 7P(Z(0) > z)dz < 2\/377ey2/2dydx
0 0 x

= 4R(XI(X >0)) < o0

fiir X ~ N(0,1). 0

7.3.3 Invarianzeigenschaften
Spezielle Transformationen des Wiener-Prozesses sind wiederum Wiener-

Prozesse.

Satz 7.3.6 Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann sind die stochasti-
schen Prozesse {Y()(t), t >0}, i =1,...,4 mit

Y(l)(t) = —-WI(t), (Symmetrie)
Y () = W(t+tg) — W(tg), (Verschiebung des Ursprungs)
t
YO () = Vew (=), (Skalierung)
c
tW(3) t>0
y® (t) = {0 () . - 0’ (Spiegelung im Ursprung)

fiir ein 5 > 0 und ein ¢ > 0 auch Wiener-Prozesse.
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Beweis
LY®DO)=0fs. firi=1,...,4.

2. YW §=1,...,4, haben unabhingige Zuwéichse mit
YO (ty) = YO (t1) ~ N(0,t2 — 1)

3. Y@ i = 1,...,3, haben stetige Pfade. {Y(¢), t > 0} hat stetige
Pfade fiir ¢t > 0.

4. Wir miissen zeigen, dass Y (t) f.s. stetig in ¢t = 0 ist, d.h. dass
limy_ tW(%) L% . Nach Folgerung 7.3.5 gilt

lim tW <1) = lim M L

va)

0.

t—0 t t—oo t

Also sind Y®, 4 =1,...,4, auch Wiener-Prozesse nach Definition 7.1.2 [

Folgerung 7.3.7 Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt

t>0 t>0

P (Sup W(t) = oo) =P (inf W(t) = —oo) =1,

und deswegen auch

P (sup W (t) = oo, inf W(t) = —oo) =1.
t>0 t2>0

Beweis Fiir z,c > 0 gilt, dass

P <§gg W(t) > JJ) =P <§%)W (i) > \%)

(7.4)

nicht von x abhéngt. Also gilt

1=P ({Sup W(t) = O} U {sup W(t) > 0})
t>0 t>0
=P (sup Wi(t) = 0) + P (sup Wi(t) > O),

t>0

P(sup W(t)-l—oo)
>0
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und weiter

IN
s
e i N

=

=

IN

o

wn

o

o

=
~

t>1
= P(W@) <0 igll)(W(t)—W(l))S—W(l)>
0
- / sup(V(t) = W(1) < ~W(1) | W(1) =z | Ry (do)
Y@ (1)2w (1)
y(2)iw 0
= / P {supW(t) < —x | Py (dx)
—00 t>0
0
/ P(supW )PW(l) (dz)
—00 t>0
P

1
(sup W(t) = 0) =,
>0 2

da sup;so W (t) > 0 fs. und P (Suptzo Wi(t) < —:v) nicht von z abhingt
nach (7.4), also sei z = 0. Dann gilt

P (sup W(t) = 0) =0 und P <sup W(t) = oo) =1.

t>0 t>0

Analog kénnen wir zeigen, dass

P (tig(f)W(t) - —oo) ~1

Der Rest folgt aus P(AN B) =1 fiir alle A, B € F mit P(A) = P(B) =1,
da
P(ANB)=P(A)+P(B) -~ P(AUB)=1+1—1=1.

Bemerkung 7.3.8

1. P (SuPtzo X(t) = oo, infi>0 X (t) = —oo) = 1 impliziert, dass die Pfa-
de von W unendlich oft zwischen positiven und negativen Werten auf
[0, 00) oszillieren.
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2. Zusétzlich zum starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Folgerung 7.3.5)
erfiillt der Wiener-Prozess das Gesetz des iterierten Logarithmus:

lim sup m@ig@) S lim inf %lwofg(?%@) Ls .
Der Beweis ist zu finden z.B. in [3] Theorem 3.2.

Folgerung 7.3.9 Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt

P(w e Q:W(t,w) ist nirgends diff’bar auf [0,00)) = 1.
Beweis Es gilt

{w € Q: W(t,w) ist nirgends diff’bar auf [0,00)}
= ﬁ {w € Q: W(t,w) ist nirgends diff’bar auf [n,n +1)}.
n=0

Es gentigt zu zeigen, dass
P(w € Q: W(t,w) ist diff’bar fiir ein ¢ty = tp(w) € [0,1]) = 0.
Definiere die Menge

A :{w €Q: Tty = to(w) € [0, 1] mit

W (to(w) + h,w) — W(tg(w),w))| < mh, Yh € [O, :’j }
Dann gilt

{w € Q: W(t,w) diff'bar fir ein ¢ty = to(w)} C U U Apm.
m>1n>1

Es ist zu zeigen, dass P(Up>1 Up>1 Anm) = 0. Da

P ( Uu Anm) < 33 P(Aum).

m>1n>1 m>1n>1
genligt es zu zeigen, dass
P(Apm) =0 Vn,m e N.

Sei ko(w) = arg minkzlr._,n{% > to(w)}. Dann gilt fiir w € Ay, und

j=0,1,2:
- (ko(w);y:ju 17w> W (ko(wg-i-j,w)‘
<|W (W,w) - W(to(w),w)‘
+lw (WQ - W(tg(w),w)’
8m

n
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Sei

An(k) =W <k+ 1) —w <:> ~ N(0,1/n).

n

Dann gilt

7 nt2 2
P(|An(k)| < 2) = £/e*?dt <V s
und weiter auch

P(Apm)

IA
]

v
T

IA
N
 ~
Cs
L_Dw
—_
>
3
=
+
>
AN
E
——
N—

1 3
< 40 (m) =20

aufgrund der Unabhéngigkeit und Stationaritdt der Zuwéchse des Wiener-
Prozesses. Da Ay, C Apg1,m, folgt P (Anm) /* und deshalb

P(Apm) =0 Vn,meN.

Folgerung 7.3.10 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

n

sup supSTW(t) — Witia)| = oo,
n>1 0<to<...<tn<1;_3

d.h. die Pfade von {W(t), t € [0,1]} haben f.s. unbeschrénkte Variation.

Beweis Da jede Funktion g : [0,1] — R mit beschrénkter Variation fast
iiberall differenzierbar ist!, folgt die Behauptung aus der Folgerung 7.3.9.
Ein alternativer Beweis kann wie folgt formuliert werden:

Es geniigt zu zeigen, dass

W(it>—W<(i_1)t)‘:oofﬁrt:1.

on

lim E
n—00 4
K2

=1

on on

! Jede Funktion mit beschrénkter Variation kann dargestellt werden als Differenz von
zwei nicht-fallenden montonen Funktionen, wobei beide fast iiberall diff’bar auf [0, 1] sind
nach Satz von Lebesgue (vgl. [?] S. 335).
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Da W unabhingige und stationédre Zuwéchse hat, gilt
on . . on
it (i— 1)t Vit
2 W(2n>_W< o )‘:znﬂz'm
i=1 =1
Vit /b X, XimeN(0,1) - WiV,

1 & f.
= PVE DX K 2 vis
1=

— 00
—_———

f'~S>'IE|X1\, n—00

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen 4.1.7, wobei X; ~ N(0,1).
Deshalb gilt

2n . .

—1 s
ZW(”)—W(“ )t> 7%
p 2n n n—00

O

Bemerkung 7.3.11 Die quadratische Variation von W iiber [s, ] ist gleich

t—s:
n

Jim 30w - W)

i=1

2
’ =t—3s
f.s. oder in L?, wobei I',, = {tgn) ", eine Folge von Zerlegungen von [s, t]
ist, s.d.

s<t1 <<ty <t und ', CTpp, VneN
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