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Dieser Umdruck ist noch in Bearbeitung. Daher kénnen dieegaebgenen Formeln noch fehlerhaft
sein.



1 Feldlinien

Feldlinien stehen parallel zum Feld — Bestimmungsgleichung

lim F x A7 =0 1)
AT—0
mit A7’ als Wegsttick entlang einer Feldlinie. In kartesischen Ho@aten resultiert mit
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Bild 1: Feldlinie und Wegsttick entlang der Feldlinie.

AT =Ax-ex + Ay-éy + Az -¢, (2)

und

F=F & +F-é+F,¢ 3)
aus der Bestimmungsgleichung
FxAr = (Fy-ex+Fy-ey+F,-e,) x (Axv-ex+ Ay -5 + Az-¢€,)
= Fo Az (6 x &)+ Fy Ay - (€ x €) + Fx-Az- (€ X €,)

+F, - Ax - (ey x €) + Fy Ay -(éy x €)) + Fy - Az - (€ X €),)
+F,-Azx-(e, x &)+ F, Ay -(e, x ) + F, - Az - (€, X €,) .

Unter Beriicksichtigung von

egxeg = 0

€x X €y —€y X € = €,

ey X €,

—€, X €y = €y

€, X B = —Cx X €, =€ 4)
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ergibt sich

Fx A7 = (FEAy— F,Az)é, + (F,Ax — FA2)E, + (F,Az — F,Ay)é, . (5)

Im Grenzfall gilt

lim FxAFf=Fx dif=0, (6)
Az—0,Ay—0,Az—0

wobei der Ubergang\i’ = dr = d.é, + dyey + d,e, erfolgte.

Dies muss Komponentenweise gleichzeitig erfullt seimg als

F. F
F,Ar = FL Az %; = ?
y22 = HSY A, A,
oder
F F, FE,
X Y 7
Axr Ay Az (7)
Ubergang auf Differentialoperatortzl‘mm0 Ax = dz...
T—
F. F, F,
X Y 8
dr dy dz ®)
bzw. je nach Erfordernis (Beispiele)
dy F, dz F,
F, : — = — =
70 dx  Fy de  Fy
dr F. dz F,
v 7 dy Iy dy Fy ©)
dy Fy dy F
FZ 0 . _— = — Y —= _y
7 dz F, dz F,
Aus (2) bzw. () resultiert fir den Ort der Feldlinie
A A d d
A7 = <5X + A—z g, + A—; e;) Az bzw. dF= <5X + d—z g, + d—; e;) de  (10)
z. B. im Fall F;, # 0 mit (9)
F, F,
dr = (€X + ?i ey + i €Z) dx (11)
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Bild 2: Elektrisches Feld in einem Plattenkondensator. Randefigkrden nicht bertcksichtigt.

1.1 Elektrisches Feld in einem Kondensator

— Eo'é;( far 0< x<d
E= { 0 sonst (12)
hieristF' = E. Es gilt
dy dz
A d— 13
dz T dw (13)
—> y =const, z = const
1.2 Elektrisches Feld einer Punktladung? im freien Raum
Feld der Punktladung im Ursprung:
i Q ToeFyeyt 26 (14)

dreg (22 + y? + 22)3/2

Alle drei Komponenten vot sind von Null verschiedea= freie Auswahl der Darstellung. Hier
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dy _ Eoe, y
dz |, ., Eoé, <«
dz B Eo € 2
dx ey Eo e,
Das Problem lasst sich analytisch Idsen:
Ansatz
dy
y=ayx+by, — T
Eo ey Y by dy
= = —_ = y «l» _— = —
Eoé, T x dz
— b, =0.

Genauso fue mit z = a, -z + b,. Die Feldlinien werden durch

F=x-€+T-ay € +x-a, € =1x(€+ay € +a,- e, (15)

beschrieben. Hier sind, unda, die Parameter der Feldlinien, d.h. eine Feldlinienschadleman
durch Anderung der Parameter unda, . Fur eine Feldlinie, die durch den Punkf = (o, yo, 20)
verlauft, gilt

ay — @ (I,Z = @ . (16)
Zo Zo
A
y
%y
<

Bild 3: Elektrisches Feld einer Punktladung im freien Raum. Deaiatera, ist frei wahlbar und
bestimmt die betrachtete Feldlinie.
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Eine einfachere Darstellung folgt bei Ubergang auf Kugetkiinaten. Hierfiir ist eine Umrechnung

gxagyagz — 597530751"
Y,z — @7S07T
Ar = AO:-r-ég+Ap-r-sin{0O} -, + Ar-é

erforderlich. AusF x A7 = 0 resultiert wie in 0

ﬁoér_ F’)oeﬁ@ _ﬁoée (17)
Ar  Ap-r-sin{0} 1r-AO
und mit Ubergang auf differentielle GroRen
dO 1Foéds  dp 1 Fog, (18)
dr_rﬁogr " dr r-sin® Foé )
Der Verlauf der Feldlinie folgt aus
d de
df:(a+r-sin{@}-d—f€¢+r-ﬂ-€@)dr (19)
ﬁo e ﬁO 5@
dr = | e, + —2¢é, + — o | dr 20
< Foe ° Foé, ®> (20)
Angewandt flur die Punktladung:
o @ & Eoéo=0,Eo0é,= (21)
drey 12
de de
— =0 : L =0 22
dr Todr (22)
also©® = const, ¢ = const und damit
r=1r-e. (23)

Ein Punkt auf der Feldlinie legt die Werte vanund ¢# und damite, fest. Wie Winkeld und ¢ sind
die Parameter der Feldlinienschar.

Vorsicht bei anderen Darstellungen, z. B.:

ar = (L2590 s i h v afo, 0+ 220D p i 1) vosingordp (24)
Foe,{0,p} Foé,{0,p}

Hier sind die Einheitsvektoren von dem Differentialoperaty abhangig!



1.3 Parallele Linienladungen
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Bild 4: Parallele Linienladungen im Abstand.

Elektrisches Feld einer Linienladung im Ursprung:

oL . 6_;)
271'80 1%

E{Linienladung} =

mit

=~

oL =
folgt das Gesamtfeld aus einer Uberlagerung der beidereEader

o, (x—a)ék+ yey, (x + a)éx + yey

E= :
21ey (v —a)? + y? (r+a)®>+y?

Zusammenfassen um der undy— Anteil von E zu bestimmen:

B o_ oL r—a T+a
o 2meg [\ 224+ y2+a2—2xa 2+ y?+ a2+ 2za

1 1
+y<(az2+y2+a2—2xa)+(372+y2+a2+23:a)

)i

)

1 FELDLINIEN

—
X

—

Yy

d

(25)

(26)

(27)



1.4 Zwei Linienladungen unterschiedlicher Staoke, or -

o 2a(2* + y* — a?)é, + daxye,
© 2meg (22 + Y2 + a2 — 2wa) (2 + y2 + a® + 27a)
oL 2a

- o T ) &)

Die Bestimmungsgleichung fir die Feldlinien lautet ndi &lso

d E, 2xy

&y:E:xQ—yQ—QQ

L6sung z. B. mit diskreten Integrationsverfahren.

Hier kann auch eine implizierte analytische Losung angegeterden:

IL‘Q—CL2

Y

Y+ = 2b = const

mit b als Parameter der Feldlinien

Probe:
dy 2 Sed dy
dz vy y? de
—
dy %E 2xy

= — =
dzx my;a -1 x2—y2—a2

was zu beweisen war. Umformen der Losung

22 4 y* —a® =2y

ergibt mit binomischer Ergdnzung

22+ (y—b?=a>+b*=R>.

Die Gleichung beschreibt Kreise mit Radilis= va? + > umz =0,y = b

1.4 Zwei Linienladungen unterschiedlicher Starkepr,;, o2

- 1 (x+a) & + yéy (x — a) € + yé
E 9 2 1 2 L2 2 1 2
2meg (x+a)+y (x—a)’+vy

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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Or1Y Or2 Y
K N ) R R G e
dx E, o1 - (x4 a) or2(x —a)
(x+y)2+y?  (r—a)?+y?
E,-Ay=E,-Ax
oL1yAx oL2yAr o +a)Ay  ona(r —a)Ay

(x+a)?+y? (r—a)?+y? (v+a)?+y? (r—a)?+y?

Sortieren nach Nenner

. _yAx—(x+a)Ay:Q (r —a) Ay — yAx
BCETORETE P —a)? +
Az | o1 _—(SC+CL)§—Z — Or2 —(:U—a)ﬁ—g — 1 =0

(z+a)* +y? (z —a)* +y?

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Diese beiden Briiche kénnen als Ergebnis der Differentiadiesarctan aufgefasst werden: Allge-

mein

d ) t a?
— arctan — p = ——
dt a a? + 2

und speziell hier

d Y
J— t . .
dxarcan{xia (x+a)?+y? \zta dz (rxa)?

Einsetzen ergibt

d
— (QL1 arctan {L} + o132 - arctan{ y }) =0
dzx r+a r—a

Damit muss gelten

01,1 - arctan {L} + 012 + arctan { } = b = const
r+a

r —a

Hier istb der Parameter der Feldlinienschar. Eine Feldlinie, dietlr,, o) verlauft, hat

}: (z +a)? (1 dy y ):(:Ej:a)%—y

(x £ a)? + y?

(40)

(41)

(42)

(43)
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b = by = o1, arctan { Yo } + o1 arctan { Yo } (44)
To+a

0 To— a
Damit istb in (43) festgelegt. Der Verlauf der Feldlinie lasst sich somitlizipberechnen. Dazu wird

ein Wert vonz gewahlt undy so lange variiert, bisA4) erfullt ist. Gute Startwerte fly ergeben sich
bei kleinen Anderungen zu bekannten Lésungen

F,
r=x9+Ar — y:y0+Fy-A:ﬁ. (45)

Diese implizite Darstellung lasst sich im Allgemeinen wagt finden:

Falls

B, — —g{z.y} 8% o) (46)

und

B, = glr.y} - fle9) (@1)

gilt, dann lautet die Darstellung der Feldlinien

f{x,y} = b = const. (48)

mit b als Parameter der Feldlinien.
Nachweis:

Mit der Kettenregel resultiert

0 . dy
oy dx
1 dy
- E, — B -2
gl y} ( T dx)

B (%_$>
gz, yr \Bx d

und genause@{iy f{z,y} = 0; also gilt fur Feldlinienf{z, y} = const. w.z.b.w.

d 0

—0 (49)

Feldlinie

Andere Argumentation:

Sei f{z,y} = const. die implizite Beschreibung einer Feldlinienschar. Wietéawas zugehorige
Feld?

Ansatz:
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Mit

Die Gleichung ist erfullt, wenn gilt

1 FELDLINIEN

— 0
_ 9, 9, d
N 8:cf+8yf dz (50)
(Ex #0)
o E,
f+a—yf'E—X
0 0
(B £+ 5 105)) 1)

g{z.y} 8% o)

gy} o fla) 52
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2 Spiegelungsmethode

2.1 Spiegelung an der Ebene

< \J_r/ » 7
|
d

Bild 5: Punktladung im Abstand von einer geerdeten lokal leitfahigen Ebene.

Gesucht ist das Potenzial vor der geerdeten Ebene. Die Rdmtfung lautety {Ebene} = 0.
Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass die Ebene durch beschrieben wird. Die Ladung
befindet sich bet = d. In Analogie zur Optik wird bet = —d’ eine Spiegelladun@’ angeordnet.
Die Spiegelladung soll den Einfluss der Ebene ersetzen. &ie nordnung ist in Abbildung
dargestellt.

Das gesamte Potential lautet:

1 Q Q

dreg (22 4y + (2 — d)?]V/? * [22 +y? + (2 + d')?] (53)
Die Bestimmung vord)’ erfolgt aus Randbedingunig{z = 0} = 0. Nach probieren folgt
Q' =-Q (54)

und

d =d, (55)
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Os

_________________>

Bild 6: Ersatzladungsanordnung fur das Problem aus Abbil&uktit der Spiegelladung bei= —d
wird der Einfluss der geerdeten Wand erfasst.

also

_ @ 1 B 1
V_4”50<\/[562+y2+(2—d)2] \/x2+y2+(z+d)2> (56)

Die Punktladung kann als Teil einer Ladungsverteilpfig } betrachtet werden. Nun muss die Spie-
gelung uber die Ebene erfolgen. Daflir setzt man zweckmagigessesche Normalenform der Ebe-
ne ein:

no(r—rg) =0

Hier ist 7 der Normalenvektor auf die Ebene uridein Velftor, der genau auf die Ebene zeigt. Die
Originalladung befindet sich bel im Abstandd = 7 o (' — ry vor der Ebene. Damit muss die
Spiegelladung im Abstart/ von der Originalladung gegeniber der Ebene angeordneewerd

— —

P =l — 2dit =1 — 2(f o (1 — 7})7

Die Spiegelladungsverteilung lautet dann entsprechénd} = —p{r’} und das gesamte Potential
im Bereich vor der Ebene:
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1 - 1 1
V= / '} ( — — ﬁ) d*r’ 57
dmeg ot} 7= |r 4 2di — 1| 57)

Die Ladung auf der Ebene errechnet sich @us= [/ 5{?} o d*7. Wird die Ebene so gewahlt, dass

S
es die Begrenzung des linken Halbraums ist, ergibt sictaeinfus (rechter Halbraum abgekuirzt mit
RH)

Qs = [[Do d* = @ D o d*7, weil auf allen anderen Flachen des Halbraums= 0 gilt.
S RH

Daraus ergibt sich mit dem GauRschen Integralght? o d*7 = [[[ p d*r = —Q die Ladung der
RH RH

Spiegelladung als Ladung der Grenzflache.

2.2 Spiegelung an einer Kugel

Bild 7: Punktladung im Abstand vom Mittelpunkt einer geerdeten Kugel. Die Kugel hat deniRad
R < d.

Hier wird das Koordinatensystem so gewahlt, dass der Ungpiu der Mitte der Kugel liegt und
die Ladung bek: = d. Der Radius der Kugel sét < d. Wie bei der geerdeten Ebene Wahl einer
Spiegelladung)’ im Inneren der Kugel bei = d'. Randbedingund?{|] = R} = 0. Wie oben:

_ 1 Q Q'
' I (\/x2+y2+(z—d)2+\/x2+y2+(z—d/)2> (58)
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Die Bestimmung vord)’ undd’ erfolgt wieder aus der RandbedinguvigKugel} = 0. Speziell

N Q Q
V{ir=0,y=0,2=R} =0 — \/er\/m—O (59)
V{ir=0,y=0,z=-R} =0 — ¢ + @ =0 (60)

CR-dF  R-ap
mit d>R,d <R also (d’ =& - (%)2d> :
dd=F ;. Q=-Q (61)

ergibt sich das Potenzial im Raum auf3erhalb der Kugel zu

_ @ ! _ A ! (62)
e \VPTP T Gdp d Lo (o my

und allgemein (Ursprung in Kugelmitte)

Q 1 r 1
= — - — 63
dmeg | [F=7| |7 |7 — <£>2 7| ©

|7

Ladung auf der Kugeloberflach@: p, d*r = —Q" < —Q. Die restliche Ladung ist auf der Fernkugel.
Eine Raumladung erzeugt also aul3erhalb der Kugel das Rbtent

47750 /// |f{_r =T ﬁw d’r (64)

r —

|7

2.3 Spiegelung einer Linienladung an achsparallelen Zylider

Ahnlich wie oben wird eine Spiegel-Linienladupg im Inneren des Zylinders angeordnet. Das Po-
tenzial lautet dann

1 ~ " " ~
Vi=g— (po-In{lp—d-&l} + ppIn{p - d'&}) (65)
TE

Mit der Randbedingung V{|p] =R} =0 resultiert
po=-p , dd=PR
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Bild 8: Spiegelung einer Linienladung, die im Abstadgarallel zur Achse eines geerdeten Zylinders
liegt. Der Zylinder hat Radius:.

Y
|
S
<

(66)

|




18

2 SPIEGELUNGSMETHODE



19

3 Stetigkeit von Potenzialen

Bisher wurde die Stetigkeit von Feldern an einer Grenzflasteachtet. Es stellt sich natirlich die
Frage, welche Stetigkeitsbedingungen fir die zugehdriRmenziale gelten. Wie bei den Feldern
gehen wir von den definierenden Differentialgleichunges au

Fur das magnetische Vektorpotenzial wird die Lorenzeighun

"
Vod+ 5 —04=0

9]
SIS

herangezogen. Mit dem bekannten Verfahren kann bei emlligbitableitungen an einer Grenzflache

ﬁO(AQ_Al) =0

Grenze

gefordert werden. Demnach ist zumindest die Normalenkorapi® des magnetischen Vektorpoten-
Zials stetig.

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente resultiert satifiaeh aus der Definition

— -

B=VxA

Daraus folgt einfach

Grenze

und somit insgesamt die Stetigkeit des magnetischen \faht®nzials

=0 . (67)

Grenze

Etwas schwieriger gestaltet sich die Argumentation flrskagare elektrische Potenzi),.

Zunachst mochte ich an den Mittelwertsatz der Integrafrenol erinnern: Mity € (rq, r2) gilt

f{'f’z}—f{’f’l}z (%f

(12 —11)
T

und auf Vektoren Gbertragen

sy = =V

o (ry —71)
70

Wenn dies nun fiir den Ubergang an einer Grenzflache angetvesrde ist der AbstandAr =
|75 — 71| infinitesimal klein.
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Fur das skalare elektrische Potenzial gilt die Definition

. L9 -
Vb, =F+ —A
Vo, +8t

und damit an einer Grenzflache

oAr =0

lim ~ lim =, 0%
@e - @e - ®e A = a E _A
12 11|Grenze Ar — 0 v ! Grenze o Ar — 0 < + ot )

Grenze

Damit ist auch die Stetigkeit des skalaren elektrischeerfls gezeigt.
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4  Orthogonalentwicklung

4.1 Vektorgeometrie

Jeder allgemeine Vektor kann im dreidimensionalen Raurahdur

F:T1'61+T2'62+T3'63: E TjC_I:j (68)

beschrieben werden, wenn die Basisvektdrgna,, ;) ein orthogonales Basissystem bilden und die
Anzahl der Basisvektoren gleich der Dimension des zu begmmden Raumes ist. In kartesischen
Koordinaten lassen sich die Basisvektoren ihrerseitsiif-dam

6@' = axié;( + ayigy + azigz
nach den Einheitsvektoren entwickeln. Beispiel fiir Basksoren:
a, = (1,2,3)", a@ = (1,1, -1)T, @3 = (5, -4, )"

DasSkalarprodukt zweier beliebiger Vektoreri = Zj.’zl rid; undp = Zj.’:lpjcij ist definiert als

3 3
S WTICELS
j=1 ¢=1
Sobald die drei Basisvektoren die Bedingung

C_]:g o C_I:J = Qx¢Qx;j + Ay y + QppQyj = "65"25.775

erfullen, bilden sie ein vollstandiges Basissystem unessltiert fir das Skalarprodukt der Vektoren

w

Z irilld;

Hierbei wird die Norm||d@;|| = \/d; o a; des Vektorsi; verwendet.
Beispiele:||d, || = V14, ||@.|| = V3, ||as|| = v/42.

Die Entwicklungskoeffizienten; in (68) lassen sich einfach mit Hilfe dé@rthogonalrelation

(w;dy) o g = 65,

mit dem Gewichtw; = 1/||a;||* zu
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3
(wjaj) o Ha H2 ngag Ha ”2 ngaj ody = Z'r’géﬂ =7, (69)
J J =1

bestimmen.
Beispiel:r sei in kartesischen Koordinaten gegeben durch
r=(3,2,1)" =3-¢ +2¢, +1¢é,.

Die Entwicklungskoeffizienten ergeben sich dann zu

1 10
= —(1,2.3)" 7 L —
(Y 14(773) 0(377) 14

1 4

=-(1,1,-1)o (3,2, )T = =
T2 3(77 )O(aa) 3
r 1 (5,—4,1)0 (3,2, )T = 8 (70)
LD e 42

Die Bertcksichtigung des Gewichts kann hier dadurch vetemeverden, dass zu normierten Basis-
vektoren”JH Ubergegangen wird. Normierte Basisvektoren sind die Hisvektoren

1

— —

€ = ——a
T lal
mit der Eigenschaft; o ¢; = ¢;,. Die modifizierte Darstellung voriundp'lautet jetzt
7= 7 7é undp= Y j;& und ihr Skalarprodukt nimmt die bekannte Form

N 3 .
rop= ZFl Tjp; an.
Beispiel fr Einheitsvektoren:

& = \/% (1,2,3)%, & = % (1,1, -1)7T, &5 = \/% (5, —4,1)T
Test:
r -8 = ﬁ(10,20,30)T: 41—2(30,60,90)T
T €y = %(4,4, —4)T = 5(56,56,—56?
T3 @3 = 412(40 —32,8)" 412 (40, —32,8)"
r o= %(126,84,42?: (3,2, 1) (71)

Dies Prinzip muss auf Funktionen Ubertragen werden !
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4.2 Orthogonalentwicklung mit Funktionen

Ahnlich wie die orthogonale Zerlegung von Vektoren nachiBasktoren mit zugehorigen Entwick-
lungskoeffizienten kdnnen auch Funktionen nach Basisioim&h mit zugehdrigen Koeffizienten ent-
wickelt werden. Das prominenteste Beispiel dazu ist digiedwansformation. Hier wird eine (belie-
bige) Zeitfunktion nach Exponentialfunktionen mit komy#ea Argumenten entwickelt. Der Ansatz
lautet

o0

f{t} = / F{v} exp{i2nvt} dv (72)

— 00

Die (komplexwertigen) Entwicklungskoeffizientét{ v} werden auch als Spektralkomponenten be-
zeichnet. Zur Funktioaxp{:27vt} gehort dieOrthogonalrelation

o0

/ exp{—i2mv/'t} exp{i27vt} dt = 6{v — '}

—00

Der Vergleich zur Orthogonalrelation bei den Vektoren igtDefinition des Skalarprodukts zweier
Funktionenf{t} undg{t} geman

Fity o glt) = / Ftyolty dt

nahe. Die Integrationsgrenzen orientieren sich am Dedimstoereich der verwendeten Funktionen. Im
Fall der Exponentialfunktion ergibt sich also, dass digrzareder konjugiert komplexen Funktionen
im Intervall (—oo, c0) zueinander orthogonal sind. Die FouriertransformatidbmisGrunde also nur
das Skalarprodukt einer Zeitfunktion mit der komplexen é&xgntialfunktion:

[e o] [e.e]

(exp{i2nvt})* o f{t} = / exp{—i2wvt} f{t} dt = / f{t} exp{—i2nvt} dt

—00

Wird hier der obige Ansatz/@) fur die Zeitfunktion eingesetzt, ergibt sich

o0

(exp{i2nvt})* o f{t} = /exp{—z?m/t} / F{V'} exp{i2nv/t} v/ dt

— 00
o0

= /F{y’}/exp{z?m/t} exp{—i2nvt} dt dv/

—0o0
o0

= / F{/}o{V —vid/ = F{v} (73)

—00
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also wie bekannt
F{v} = / f{t} exp{—i2nvt} dt

Unangenehm ist, dass das Integral fur alle Zeitenh (—oo, o0) ausgewertet werden muss. In aller
Regel sind die Zeitfunktionerf{¢} nur in einem Intervalll’ (z.B. durch Messung) bekannt, und
damit auch nur in dem Intervall definiert. Ublicherweisedndiann angenommen, dass sich das Signall
periodisch wiederholf{t} = f{t+ T'}. Man spricht dann auch von periodischen Randbedingungen.
Zur vollstandigen Beschreibung der Funktion gentgt es,maan die Entwicklungskoeffizienten
F{v} als Reihe

F{v) = i A, {y _ m%}

m=—0oQ

wahlt. Der Integralansatz zur Beschreibung der Funktidrt dann in den Reihenansatz

o0 [e.9]

£t = / F{v}exp{izmvt} dv / i: Amé{l/—m%}exp{i%ﬂ/t} dv
- i A, exp {ime%} (74)

Uber. FUr das Skalarprodukt wird wieder die konjugiert kterp e- Funktion herangezogen. Die zu
entwickelnde Funktion ist im Intervall bekannt und soll periodisch sein. Aus dem Skalarprodukt

T
t t

/exp {imeT} exp {_im,QWT} dt = T

0

ergibt sich, dass die zueinander konjugiert komplexenrgkt&onen zwar orthogonal, nicht aber nor-
miert sind. Bei der Fouriertransformation muss daher dagi&ww = % beriicksichtigt werden, um
die Orthogonalrelation

1 t\” t
7 XP {imQWf} o exp {im'Qﬂf} = S (75)

zu erhalten. Damit resultiert

T

%exp {—ime%} o f{t} = /%exp {—ime%} f{trde

0
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T
1 ) — t
— ?/exp{—im%rf} Z Al exp {im’Qﬂ?} dt
0

T
1l &, ot , t
= = Z Am/exp {zm 27T?}6Xp{ zmQWT} dt
m—=—0oQ 0
= > AL = An (76)

oder in der Ublichen Schreibweise

T
1 : t
A, = T/f{t} exp {—szW?} dt
0

Sollen normierte Funktionen zur Entwicklung verwendetdeer(analog zu den Eigenvektoren), ware

fHt = Z Amum{t}

mit

u {t} = \/; exp {im277%}

und

A= H{tyou (8} = [ Htyu (o) ar
0
Zu verwenden.

4.3 Orthogonalentwicklung in kartesischen Koordinaten

Ohne Quellen gilt im homogenen Raum{ = 0,Vu = 0) bei vorliegender Lorenzeichung die
homogene Wellengleichung

. *
AVAT, t} — egoppto e U{r,t} =0

Weiterhin wird ein ruhendes System betrach%f’(: 0). Damit lasst sich zwischen Orts- und Zeit-
abhangigkeit separieren:
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Mit diesem Ansatz ergibt sich unter Berlicksichtigung von

AU} = W {L}A,{7)

0? 0?
SR = U Ut}

nach umstellen

. 0
VAV, {7} = eeoppo ‘I’r{'f’}@ e {t}

1 S 1 02
WA\IIT{T} = EE&oMlo m@ \I/t{t} . (77)

So lange der gleiche Orf, betrachtet wird, ist die linke Seite der Differentialgleimg konstant
gleich K {r)}. Es gilt also

82

K{ro} = —_—
{ro} = ecopipto U, {1} o2

v {t}

Eine mdgliche Losung ist

KAr
\Iloexp{:lz t{TO}t}

E€o o
Nach Definition darf¥, nicht vom Ort abhangen. Das bedeutet aber, dags} gar nicht wie

angenommen vom Ort abhangt. Ublicherweise Wiid= —w?esqpupo Mit ¢ = 1/ecoppio Undw =
kc gewahlt. Dann resultiert wegen

k> = weeoipto (78)

U, = Vgexp{tiwt} . (79)
Nach Einsetzen in die separierte Differentialgleichung pleibt
AV {7} = —k*, {7}

Zur Vereinfachung wird hier nur das elektrostatische Ptdnbgllfr = 0, alsow = kc = 0 betrachtet.
Mit ¥, = V{r} resultiert dann die Laplacegleichung

AV =0
Das Potenzial soll als Entwicklung von Basisfunktionengeatellt werden. Zur Bestimmung der

Basisfunktionen (die natirlich Loésung der Laplaceglemgnsein missen) wird die oben angegebene
Schrittfolge angewandt.
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Schritt 1: Bestimmung spezieller Losungen in kartesischeKoordinaten:

Zunachst muss die Abhangigkeit van bzw. V' genauer untersucht werden.

Zunachst wird der Falk = 0 betrachtet, als@ = V. Es wird angenommen, dagsnur von einer
Dimension abhangig sei, z.B.

Die allgemeine L6sung lautet
V=Vo+ V-
a

Dies ist eine Reihe mit zwei Koeffizientég und V.
Die Bestimmung vorv, undV; erfolgt durch Randbedingungen.

Beispiel: Das Potenzial séi{x =0} = 1V,V{z = a} = 5V. Durch Einsetzen in die Lésung
IV=V{z=0}=V s5V=V{z=a}=V+V} = V1 =4V
gewinnt man die beiden Konstanten und die spezielle Losaungt dann

V=1Viav.Z
a

Hier ist also eine Orthogonalentwicklung nicht angebracht

Im weiteren wird angenommen, dass bzw. VV von allen drei Koordinaten abhangt, (es reicht aber
auch die Abhangigkeit von zwei Koordinaten.)

) o2 02
— U, + U, + —U, = k20,
o0x?

A= a2

Unter der Annahme, dags. eine inz, y und z separierbare Funktion ist, wird als Separationsansatz
der Produktansatz

U, = X{z} Y{y} Z{z}.
gewahlt. Einsetzen ind(3) ergibt

0? 0? 0? )
Y Z —X+XZ - —Y+XY —Z=—-kXYZ
0x? + Oy? + 022

und ausklammern
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1 0

1 o 1 02
0 -9—Y+—~——Z = -kKXYZ.
0y?

XYZ |5 =—X+=
(X Ox? JrY Z 022

Die Gleichung kann allgemein nur erfillt werden, wenn gilt

1 02 1 0? 1 0
— — X4+ ==Y+ = — 7=k 80
X 0x? +Y oy? +Z 02 (80)

Auf der Linie (Geraden) = const, z = const gilt

Die linke Seite der Gleichung ist nur eine Funktion vgmicht vony oderz. Somit istK, = const,
da ja keine Abhangigkeit von der speziellen Wahl yaimd z existiert.

Mit der gleichen Argumentation werden auch die Ableitungexen beiden anderen Koordinaten
konstant. Die Differentialgleichun@() wird nur mit derSeparationsbedingung

K.+ K, +K,=—Fk
erfallt. Zwei Summanden sind frei wahlbar, z. B, K. Der dritte resultiert zwingend, hier also
K,=—k* — (K. + K,)

Bei der Losung der Laplacegleichung & 0) ergibt sich mit entsprechender Argumentation die
Separationsbedingung

K+ K, +K,=0

bzw.
K, =-K— K,
Mit der Zuordnung
%68—;2 = K, — 88—; X =KX
%%Y:l@ = %ﬂz&y
%%ﬂ::& N E%ZZ&Z (81)
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ergeben sich z. B. fUK folgende mégliche Lésungen (verschiedene Darstellungen)

B cos{ky-x}  sin{kg- -z} exp{ik,-z} fur K,=—k?<0
~ | cosh{ky-x} sinh{k. -z} exp{Lk,-z} fur K,=k>>0

Es ist Ublich, dieexp-Funktionen zu verwenden. Die anderen gehen daraus neitdcher Trans-
formationen hervor.

Schritt 2: Aufbau eines vollstandigen Basissystems

Mit obiger Diskussion l&asst sich festhalten:

Die Funktion

3
v, =]] R

(=1

ist eine Losung der Wellengleichung, wenn gilt
2

o 0
Ry ist Losung vona—2 R, = K,Ry
Ty

und

Lésungsbeispiele fik, = —k2, K, = —k2, K, = —k; = —k* — (K + Ky) = —k* + kI + k sind

y!

W, - exp{iky-x} - expliky -y} - exp{iy/k* — kZ — k2 -z} oder

U, = q Voo expliky-a}-expliky -y} - exp{—iy/k? — kI —kZ-z} oder

W, 3 - expliky -x} - exp{—iky -y} - exp{iy/k* — kI — k2 -z} oder...

Insgesamt ergeben sich 8 Kombinationen!

Jede beliebige Kombination ist eine Losung der Wellengleng, die furk = 0 in die Laplaceglei-
chung tbergeht. Dabei sind auch noch alleind%, frei wahlbar.

Schritt 3: Darstellung beliebiger Lésungen

Ahnlich wie bei der Fouriertransformation tiber ein uneciuiis Intervall resultiert aus der Uberlage-
rung aller Kombinationen die allgemeine (und vollstangligarstellung
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U {z,y,2) = (82)

/ / (Av. exp{ike -2} + By, exp{—iky -2}) - (Ap, expfiky -y} + By, exp{—ik, -y})-

fex=0ky=0
(Akxky exp {z’, [k — k2 — k2 -z} + Bjos, exp {—i, [k? — k2 — 2 z}) dley dky

< alle 8 Kombinationen erfasst!

Mit der Wahl der Argumente werden bereits negative Wertelydozw. &, erfasst. Daher gentigt es,
die Entwicklung im Intervall0, co) auszufuhren.

Schritt 4: Definition der Orthogonalrelation

Von der Fouriertransformation ist die Orthogonalrelation

[e.e]

exp{iat} o exp{ibt}* = / exp{iat} (exp{ibt})" dt = 6{a — b}

—00

bekannt.

Schritt 5: Bestimmung von Entwicklungskoeffizienten

In (82) mussen noch die Entwicklungskoeffizienten bestimmt wer@er besondere Clou ist, dass
¥, gar nicht tberall bekannt sein muss, sondern nur an wenitghiers Es gentigt quasi ein Finger-
abdruck vonV,, um es exakt zu beschreiben. Zur besseren Ubersichtiyiéchnlich wie schon oben
in der Form

o0

U, = / / X{ ket }Y {kyy} Z{k,2} dhy dky (83)
0

0

notiert. Dabei gilt

X{kwx} = Ay, exp{iky -z} + By, exp{—iky-x}
Y{kyy} = Aky eXp{iky Y} + Bky eXp{_iky Yy}

Z{k,z} = Ap i, exp {z\ [k? — k2 — k2 z} + B, i, €XP {—i,/kQ — k2 — k2 z}

= Apor, exp{ik, -2} + By, exp {—ik, -z} . (84)

Zweimaliges Anwenden der Orthogonalrelation ergibt ztwséc
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[e.e]

xplit o) o Voloiz) = [ Wifay. 2} explik o} do

— 00

_ / / A 5{ky — KLY Thyy} Z{k 2} dh diy
0 0
= Ay /Y{ky?/}Z{k;Z} dky (85)
0
mit k2 = k2 — K2 — 2

und dann

[e.9]

exp{ik} -y}* o (exp{k} -w}" o U, {w,y,2}) = Ay / A, 5{ky — K} Z{k,z} dk,
0
= Ay Ay Z{k, 2} (86)

mit k,? = k? + k2 + k2.

Die Entwicklungskoeffizienters,, und B, lassen sich entsprechend isolieren. Es ist vollig egal, an
welcher Stelle” die Entwicklung durchgefuhrt wird! Wenn alsb,. an einer Stelle = z, bekannt

ist, kdbnnen dort die Entwicklungskoeffizienten bestimmtdesn. Ausgeschrieben ergibt sich also
beispielsweise

exp{iky -y}* o (exp{iks-z}" o U, {z,y, 2})

= AuAr, (Aro, oxp {3 /K2 = k2 = K220} + Bos, exp { =iy /2 =12 = k2 - })
Uy exp {z\ [k? — k2 — k2 -zo} + Uy exp {—z\ [k? — k2 — k2 -zo} . (87)

mit \Ill{l{ix, ky} = Akx Aky Akx,ky und \I’Q{I{ZX, ]{]y} = Akx Aky ka,ky-

Hier kann noch nicht genau gesagt werden, in welchem Verikalt, und V¥, zueinander stehen. Nur
das Ergebnis aus obiger Summe ist bekannt. Endgultig fegtgserden die Koeffizienten, wenh
in zwei parallelen Ebenen z. B.= ¢ undz = b bekannt ist.

Als Resultat der Analyse ergeben sich die beiden Summen

wiexp {iy /2 = k2 - k2 -a} + Wpexp{—i\/k2— k2 - k20

= exp{iky -y}" o (exp{ikyx -x} oV, {z,y,2 = a})
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wyexp {iy/k2 = k2= K20} 4 Woexp{—i\ /2 - k2 - K20}

= exp {iky -y} o (exp {iky -2} o U, {2, y, 2 = b})

oder in Matrixform

(exp{i kQ—ki—kg-a} exp {—i k:Q—ki—kg-a})(\Ill) B

exp {i\/k* —kZ—k2-b} exp{—i\/k? — kI —kZ-b} v, )

(et @) ) (3) = (il vtz

In dieser Gleichung ist die Matrix links bekannt. Der Vektechts folgt aus dem bekanntdn.
mit dem angegebenen Skalarprodukt und ist somit auch bekBreunbekannten Entwicklungs-
koeffizienten im Vektor links lassen sich demnach einfacttatsi Matrixinversion ermitteln. Mit
k2 = k* — k2 — k; ergibt sich

Uy 1 exp{—ik.b} —exp{—ik.a} \
< Wy ) -~ 2isin{k.(a —b)} ( —exp{ik.b}  exp{ik.a} ) (88)
_ ( exp{iky -y} o (exp{iky -z} oV, {x,y, 2 = a}) )
exp{iky -y} o (exp{iky -2} oV, {x,y, 2 = b})

Damit sind dann 2 der insgesamt 8 Entwicklungskoeffizietgn= Aw Ay Axx iy Yo = A Ay Bic ky s
\IITB = AkakyAkx,ky1 \IIT‘4 = Akakyka,ky1 \IIT‘E) = kaAkyAkx,kya \Ilr6 = kaAkyka,kya \Ilr'? =
kaBkyAkx,kya Y,.s = kaBkyka,ky bestimmt.

4.4 Orthogonalentwicklung im Rohr mit rechteckigem Quersanitt

Obiges Ergebnis ist allgemein giltig im freien Raum. Wird Baum z.B. durch Metallplatten be-
grenzt, ergeben sich andere Lésungen. Hier soll eine djgeKenfiguration untersucht werden:

Der Raum wird durch vier Metallplatten so beschrankt, dads sin Rohr mit rechteckigem Quer-
schnitt ergibt.

Das Koordinatensystem liegt so, dass folgende Randbeageguangegeben werden kdnnen:

rz=0 oder r=a oder

\I/r:Ofur{ y—0 oder y—b

Schritt 1: Bestimmung spezieller Losungen

Im Gegensatz zur Fouriertransformation tber das Intefvsilhd hier keine periodischen Randbedin-
gungen gegeben. Damit wird sich der Lésungsansatz von demarigegebenen auch unterscheiden
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Bild 9: Rohr mit rechteckigem Querschnitt und geerdeten Metalilean

missen. Die Losungen fur den freien Raum kdnnen auch higrevelet werden. Die vorgegebe-
nen Randbedingungen erfordern allerdings eine Anpasfiagxp-Funktionen sind fur die- und

y-Richtung schlecht geeignet. Hier werden besgseundcos verwendet:

X{kgr} = Ag sin{ky-x} + By, cos{ky -z}
Y{ky} = A, sin{ky -y} + By, cos{ky -y}

Z{k,2t = Ay, exp {i, [k? — k2 — k2 -z} + By, exp {—z', [k? — k2 — k2 -z}

= Apor, exp{ik, -2} + By, exp {—ik, -z}

Schritt 2: Aufbau eines vollstandigen Basissystems

Im Losungsansat8@) mit (89) ergeben sich
UV {r=0}=0=X{z=0} =0 = By, =0
U {y=0}=0=Y{y=0} =0 = B =0
Aus X{z = a} = 0 folgt
Ag, =0 oder sin{kcwa} =0

A, = 0 bedeutet die Triviallosuny = 0 und scheidet daher aus.

Demnach muss gefordert werden

(89)
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kxra=m-7m m €N |

also

ky =m-

S

Negative Werte vom: ergeben keine neuen Losungen und werden nicht mitgenontaegrauso fur
k .

v

AusY{y = b} = 0 resultiert

ky-b=n-m neN

o
I
3

SR

Eine L6sung lautet also

2 2
v, = i4m§ 'Ané'Amg,ngj - sin{m -ﬁg} - sin{n W%} - exp {2\/k2 — (m%) — (n%) -z}
Am,n
(90)
: T, y , T\ 2 T\?
+i4m§ .Ani.Bmg’”%, - sin{m 'ﬂa} - sin{n WE} - exp {—2\/k32 - (mg> — (ng) z}

Bm,n

Schritt 3: Darstellung beliebiger Losungen

Da hier dieky, k, als diskrete Werte festliegen, kann die Gesamtlosung ats1&ualler Teillosungen
mit

o= 3 Yo (91)
= i i sin {mwg} sin {nﬁ%} . (Amm exp {ikymn 2} + Bm,n exp { —tk,mn Z})

m=1n=1
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Die Verknupfung zu&2) ergibt sich, wenn dort

Ay, = i Amé{kx—mg}

Ay, = iAncS{ky—n%} (92)

eingesetzt wird. Die Bestimmung dérmn undBmm erfolgt wie oben aus Randbedingungen mit einer
Orthogonalrelation.

Schritt 4: Definition der Orthogonalrelation

Fur die Orthogonalrelation muss das Skalarprodukt hemoggn werden. Es gilt

a
, x , ;T , x , ;X a
sin{mm—psosinem m—p:= [ sin<mr—p -sinem w—¢ dr = =0,/
a a a a 2

0

Das heil3t, dass die beiden Sinusfunktionen zwar zueinamtteygonal sind, sie sind aber nicht nor-
miert. Das erforderliche Gewicht iat = %

Damit lautet dieOrthogonalrelation

2 / 2 /
—sin {mwz} o sin {m 'Wz} = —/ sin {mﬂz} - sin {m -Wf} dr =9, . (93)
a a a a a a ’

Achtung: Im Gegensatz zur bekannten Fouriertransformation pesabdr Signale wird hier nur Uber
eine halbe Periode integriert!

Schritt 5: Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten aus zwei Reatihgungen ist auf zwei Wegen méog-
lich:

 Vergleich der Koeffizienten mit vorgegebener Randbedmggu

» Orthogonalentwicklung mit Orthogonalrelation gemaf

Mit o, {z,y, z = ¢} = 1. resultiert
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flmm exp{ik,m nc} + Emm exp{—ik,m nc}

_ %Sin{n.ﬁ%} o (33111 {m-wg} op{w,y,z = C})

- %/a/bwc-sin{m-ﬂg} -sin{n-w%} dz dy (94)
00

Begriindung:

Einsetzen der Randbedingunigz, y, = = ¢} = 1. in die allgemeine Lésung:
e = g ; sin {mﬂg} - sin {mr%} (flm,n exp{ikzmnc} + Bm,n exp{—ikzm,nc}> )

Integration beider Seiten

2 [ ,
- / e+ sin {m WE} dx
a a
0
2 [ ~ , - .
- = / Z Z (Amn exp{ikmnc} + Bmn exp{—zkzm’nc}>
a
0 m n
. i . y . ;T
sin {mw—} - sin {mr—} - sin {m 7r—} dx
a b a
= Z Z (Amm exp{ikumnc} + Bumn exp{—ikzm’nc}) - sin {mr%} O’

= (A e5p{ibumnch + B exp{—ikumac} ) sin {nr? } (95)

also

2 . x 5 : 5 , . Y
- = c = Amn kzmn B n —tkymn ) { _}
sin {m 7Ta} o E ( n €xp{ikym nc} + Bun exp{—ik,mnc} ) sin .

a

n

Genauso geht es weiter fur djeRichtung.

Den lastigen Faktoexp{+ik,,, ,c} kann man durch die Ersetzunfmn = Ay nexp{—ik,m nc},
Bun = B exp{ik,mnc} loswerden.

Damit lautet der allgemeine Ansatz fiiy dann
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v, = i i sm{ }sm {mr%} : (96)
m( n=1 exp {Zkzm nz} + B exp {—i/{izm,nz})

" exp {ikymnc} " exp {—ikymnc}

= Z:z:: sm{ }sm{nﬁ%} .

“(Amn exp{ikymn(z — )} + Bmn exp{—tkm (2 —c)})

Bemerkung:
Obige L6sung ist vollstandig (dign-Funktionen bilden ein vollstandiges Basissystem). FinkiEo-
nen wird das mit der Vollstandigkeitsrelation

Y fula} fuld’y = 6{e -2}

hier also

i sin {mﬂg} - sin {mﬂ%} = §{z—a'}

m=1

N |

Uberpraft.

Beispiele: Potenziale auf der Oberflache eines ideal leitfgen Kastens

Das elektrostatische Potenzial in einem oben offenen Kasie geerdeten Wéanden soll berechnet
werden. Die Querschnittsabmessungen girél und die Hohe ist. An der Oberseite ist das Potenzial

V{z=c} =VAz,y}.

eingepragt.

Das Koordinatensystem wird gemaf3 Abbilduti@ggewahlt. Auf Grund der Elektrostatik igt = 0
und der Lésungsansatz enthélt in deRichtung imaginére Argumente. Es ist besser, an Stelle der
beidenexp- Funktionen die Hyperbelfunktioneinh undcosh zu wahlen. Wegek = 0 ist dann

ynm = (mm/a)® + (nm/b)?

zu setzen. Die Randbedingub z = 0} = 0 erzwingtB,, , = 0.

Damit reduziert sich der Ansatz auf
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p N
<

Bild 10: Quaderformige Kiste mit geerdeten Metallwanden. Die Kist®ben offen und dort ist,
eingepragt.

o > X . T ] y) sinh{k,z}
Vi{rt = ZZ Amn sin {mﬂg} Fem {mrg} "sinh {k.c}

m=1 n=1
Einsetzen von = ¢ in dem Ansatz:

V{iz=rc}= i i Ay sin {mﬂg} - sin {mr%} = V{z,y}

m=1n=1 _ Stetigkeits— oder Randbedingung

TV
Ansatz

Beispiel (a)

Bei z = ¢ sei das Potenzial
V. = 3Vsin {5#} - sin {3#}
a b

gegeben.

. T . A e . i Y
3Vsm{57ra} sin {?mb} = ZZ Am,nsm{mﬁa} sm{mrb}

m=1 n=1
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Koeffizientenvergleich—= m =5,n =3 gibt einen Beitrag, sonst nichts:

3v. fur m=5n=3

Amn =3V -0m 5 0n3 = { 0 sonst

L6sung: Das Potenzial im Quader wird beschrieben durch

sinh {W () + (g)%}

V =3V - sin {57?5} sin {37Ty} .
a b

s { /()7 + ()"}
Beispiel (b)
Bei z = ¢ sei das Potenzial

Ve =3V

Einsetzen in den Ansatz:

3V = i iAm,n sin {mﬂg} sin {mr%} .

m=1 n=1

39

Der Koeffizientenvergleich ist nicht moglich, missen digviioklungskoeffizienten mittel Orthogo-

nalentwicklung gesucht werden:

a

b
Apnn = i//3V-sin{m7r£}-sin{mry} dx dy
’ ab a b
0 0

9

%-SV- [—% cos {mwg}r [—% cos {nﬂ%}]b

9

-~ -~

mm

0 sonst

0 sonst
Ungerade Zahlen kénnen durch

m= 2k+1 keNj
n= 2041 (€N

dargestellt werden. Durch Umschreiben degr, ergibt sich

48V 1 1

e = 3 Ok +120+1

{2—“ mungerade _{ 2 pungerade

(97)
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und das Potenzial im gesamten Quader ist durch

48V 1
kZo; 72 2/€+12€+1 (98)
s {1/ (250)7 + (21)7:
s {1/ (252)7 4 (22)°c

sin {(Qk + 1)7r£} - sin {(% + 1)7?%} .

a

gegeben.
Beispiel (c)

Bei 2 = ¢ sei das Potenzial

V.= Vs cos {Eﬂg} - sin {ﬂ'%}

eingepragt. In dey-Richtung kann der Koeffizientenvergleich angewendet emrd

y=n
zT—m = 7

Der Indexm kann mit Koeffizientenvergleich nicht bestimmt werden. Braleiter mit Orthogonal-
entwicklung

mit

cos{f} - sin{a} = (sm{a + B} + sin{a — B})

Apr = E/asin{(m+€)7r%}—l—sin{(m—ﬁ)ﬁf} dz
0

- fagiegen{imso)]

——— fir m=*l =2k+1 keNy
_ | 7 ma (99)

0 sonst
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=
1 [oe)
vV = =
) 2
m Sln{(2k+1—£)ﬂ'a} ' Sln{'ﬂ'g} ' 5
sinh{\/ 2k+1 é %) '7TC}
. k g 2
W Ny Smh{\/ )+ 6 'm}
+ V— sm{(2k:+1+€)7r—} - sin {7?—} -
2k + 1474 a b sinh{\/ 2k‘+1+€ 1)2-7Tc}
b

(100)

Zusammenfassung: Fourierentwicklung

In kartesischen Koordinaten kann jede beliebige Funktisnéamliche Fourierentwicklung

V{z,y,z}

/ / (Ap, exp{iky -2} + By, exp{—iky-x}) - (As, exp{iky -y} + By, exp{—iky -y})

kex=0 ky =0
(Akxky exp { SR — k2 — k2 -z} + By, exp {—i k2 — k2 — k2 z}) dkodk,  (101)

dargestellt werden. Die Entwicklungskoeffizientén5 lassen sich mit Hilfe der Orthogonalrelation
(exp {ibt})" o exp{iat} / (exp {ibt})" exp{iat} dt = 6{a — b}

vollstandig bestimmen, wenfY 7} mindestens in zwei Ebenen= z; undz = z, vollstandig bekannt
ist. Ist der betrachtete Raum quaderférmig mit der Randigeotig, dasg {7} auf allen Randern bis
auf den bek = ¢ verschwindet, reduziert sich die Darstellung innerhak Qaaders auf

=S S A sin fma® ) - sin {ne? ann{ ) ()72}
P73 = 323 A sin {mm - sin o o o]

Die Entwicklungskoeffizienterl,, ,, resultieren aus dem bekannten Verlauf vam’} bei z = ¢ mit
der Orthogonalrelation
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4.5 L6sung der Laplacegleichung im freiem Raum in Zylinderloordinaten
Schritt 1: Bestimmung spezieller Losungen

In Zylinderkoordinaten lautet die Differentialgleichufig ),

10 0 1 9 0 )
i = 25 (90 ) + e+ gt =~

Auch hier wird eine Separation mit dem Produktansatz R{p} - A{¢} - Z{z} versucht. Einsetzen
in die Laplacegleichung ergibt

110 0 11 62 1 0

Ly (e ~— Y% ¢ 4+-2 77— kROZ

\R,o@p (pﬁp}i}+¢p28gb2 /+2622 1
He.o} 9tz}

Wie bei den kartesischen Koordinaten wird gewahlt

82
52 7 =—k7 = Z=A,. explik. 2z} + By, - exp{—ik. 2z}

Durchmultiplizieren mitp?

1 o 0 1 02
—p—(p— k). 24— =
ff;} a{s}

Die Losung flrg resultiert wie oben aus

1 0 . :
a-w(ﬁ:—ké = ® = Ay, - exp{iky - o} + By, - exp{—iks - ¢}

Die Wahl vonk, ist nicht frei! Es gilt®{0} = ®{27} =
ke =m € Ny

Nach Einsetzen resultiert die Besselsche Differentiapleng
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2 (,25) 142 - - =

Analog zu den kartesischen Koordinaten k&hn- k2 = k2 + & identifiziert werden. Da” +y* = p?
gilt, wird auchk? + k; = k2, alsok? = k* — k2 oderk? = k* — k gesetzt.

Losungen sind Besselfunktionen, z. B. die BesselfunktioArt J,, und die Besselfunktion 2. Art
N.., auch Neumannfunktion genannt. Entsprechend lautet deatan

R = Akpym ’ Jm{kﬂ 'p} + kavm ' Nm{kﬂ .p} .

Die Abbildungenl1und12 zeigen den Funktionsverlauf fir niedrige Ordnungen

1.0 J,()

J, 00 —=—=

0.8 \ J,00 =-=--
0.6 ~
\

0.4 i e
! \ \
. 3 —~
[/ \ /\’ AR .

‘\
\
0.2 g s v
[/ 1A AV Y
M ‘ 9 ] / \ \ / N\ \‘
/ J \ \_ / \ 3 . ’l y \ \ /]

0.0 y 5
/ . / /
\\ \ /1 \\ AN \\ N/
\ .y \ K . b
s ! X 7 N’ e
-0.2 ) 77 N ~=~ =~
A
\ \4/ i
-04
0 5 10 15 20

Bild 11: Besselfunktion erster Art der Ordnungem € {0,1,2}. Entnommen von

https://de. w ki pedi a. org/
Schritt: 2 Aufbau einer vollstdndigen Basissystems

Eine Teillosung der Differentialgleichung ware nach eirner

Y = (Akp,m Jm{ky-p} + ka,m Nm{k,-p}) -
(Am eXp{ngf)} + Bm exp{—imgb}) ’

(Ask, exp{iy/k* — K2z} + B.y,, exp{—i\/k* — k2z})


https://de.wikipedia.org/
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0.5 —~—=
\‘--b
I >\/\‘ . Tox7"~ TS ]
00 l/ \\\ \‘ ’// ‘ \s '\/,-\,'/\\\ ‘a2
/ / /’/ \ ) ."{__‘/. \X—\"/— -' \-){" _
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oI ]
11
-2.0 —
! i ]
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[ 7,00 -
-3.0 = Y, (x) —-—--
: |
0 5 10 15 20

Bild 12: Neumannfunktion (Besselfunktion zweiter Art) der Ordneng: € {0, 1,2}. Entnommen
vonhtt ps://de.w ki pedi a. or g/

Schritt: 3 Darstellung jeder beliebigen Losung

Die Gesamtlésung ergibt sich aus der Uberlagerung

P = Z / (Akp,m Jm{kp pr+ ka,m ) Nm{kp “p}) - (102)
0

m=0

(A, - exp{imo} + By, - exp{—im¢}) -
(/Lkp exp{iy/k* — k2z} + szp exp{—iy/k* — k22}) dk,

Schritt: 4 Definition der Orthogonalrelation

Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten erfolgt awn&oedingungen (bzw. Stetigkeit) bei
z = z; und z = 2z, ahnlich wie bei kartesischen Koordinaten. Dafiir werdeniaweschiedene

Orthogonalrelationen bendtigt:

2

% exp{ing}* o exp{imo¢} := % /exp{—mgb} -exp{im¢} d¢ = 6mn

0


https://de.wikipedia.org/
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o0

(K'p) - Jn{K P} © Jm{k,op} = / (K'p) - Jm{k p} - Jm{kop} dp = 6{k, — k'}

Wenn1, an einer Stelle, bekannt ist, kann wieder die normierte Darstellung

m=0

Yy = Z/ (Akp,m Jm{kﬂ p}+ kavm ) Nm{kﬂ p}) - (103)
0

(A - exp{ime} + By - exp{—im¢}) -
4 exp{i/k? — k22} T B exp{—iy/k* — k22} n
e exp{i/k? — k220 } e exp{—i/k? — k22 } g

verwendet werden, aus der sich die Entwicklungskoeffieieiain Hand der Vorgabe besser bestim-
men lassen.

4.6 Ideal leitfahiges Rohr mit kreisformigen Querschnitt

Po

Bild 13: Rohr mit geerdetem Mantel.



46 4 ORTHOGONALENTWICKLUNG

Fir ein Rohr mit ideal leitfahiger Wand und kreisformigeng@achnitt vom Radiug, gilt folgende
Randbedingung:

Ue{p=po} = 0
U {p =0} endlich . (104)

Die obigen Lésungen kdnnen mit Anpassung wiederverwendeden. Damit entfallen Schritt 1 und
2.

Aus den Randbedingungen folgt
Bypm =0
und
Jmikp po} =0 =k, po= Kmn

in (102). Hier bezeichnet,, ,, die n-te Nullstelle der Besselfunktiom-ter Ordnung. Der Ubergang
auf eine Reihendarstellung erfolgt durch Wahl der Koeffiiza

Agyyom = i A {k;p — “’”’”}
n=1

Po

Schritt: 3 Darstellung jeder beliebigen L6sung

Einsetzen und integrieren ergibt eiReurier-Bessel-Reiheals vollstandigen Losungsansatz

Y, = Z Z Jm {F&m,n : %} (A, exp{im¢} + B,, exp{—im¢})

m=0 n=1

- K2 - K2
(Azm,n exp {z k2 — ;2" -z} + Bumn €Xp {—i k2 — ZQn z}) (105)
0 V 0

4.6.1 Schritt 4: Definition einer Orthogonalrelation

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten wird @ethogonalrelation

2 P P
Jm{ﬁmn’_}oJm{Hm,n_} - 5nn/
p(Q) J?nJrl{’fm,n} " Po Po '

bendotigt.
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Anwendungen

Beispiel 1:

Gegeben sind die Bedingungen

vefz =2} = Vi{p. ¢}

Umschreiben von1(03) fur die Randbedingung an der Stetle= z:

= 25 dn o L} G eptimol + Buexpl-ims))-

m=0 n=1

exp {ik,z} exp {—ik,z}
Awn——7 1+ Bomn —7——~ | - 107
( Toxp {ihaza) | exp (ko) (07

Der Ansatz bet = z, lautet dann

w{/% (bwz = ZQ} =
¢2{p> QZ)} = Z Z Amn Jm {’{mn } (A Sln{m¢} + By, Cos{mgb}) ( zmon T+ Bzm,n) .

m=0 n=1

und beiz = 2,

w{p7¢7z:zl} =
Oip.d} = ZZ Av Jn{toman 2=} (Amsin{mo} + By cos{mo})-

exp {ik,z } exp {—ik.z1}
———— T Bonn ——7—7 108
( " exp {ik, 20} + Bam, exp {—ik,zo} * (108)

ist die letzte Klammer eine Konstante. Die Bestimmung damifiklungskoeffizienten erfolgt wie
oben durch

» Koeffizientenvergleich

» Orthogonalentwicklung

Beispiel 2:

An der Stellez; = 0 sei das elektrostatische Potendial= 0, alsoV {z = z;} = 0.
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Auch hier geht man von desp-Funktionen in dee-Richtung auf die Hyperbelfunktioneinh und
cosh mit Argumentx,,, ./ po Uber. Mit Koeffizientenvergleich folgt direks,,,, , = 0.

Damit reduziert sich der Ansatz und es folgt fli= 2,
Valp, ¢} = Z Z Apn Apnn = Im {fim,n . pﬁ} (A, sin{mo} + B,, cos{maep})
m=0 n=1 0

Mit Integration:

27 po

1 2 p
Apn Apmn A = ——// Vo - JmAEmm - —} -p dp sin{me} do
7 T P J72n+1{’fm,n} o ’ t Po} {moj

2w po
2 —0mo 2 // { p }
Amn Aumpn B = = . VorJm § Kman— ¢ *p dp cos{me} d¢
P5 T {Fmn} ) ’ Po {mo}

2T

Beispiel 3:

Das Rohr habe am Boden bei= 0 und auf dem Mantel das Potenzial= 0. In der H6heh sei das
Potenziall, eingepragt.

V{z=0} = 0
V{iz=h} =V

Mit z, = h gilt also:

Vo = Z Z Apn Apnn - Im {’im,n . %} (A, - sin{me} + By, cos{me})

m=0 n=1

Koeffizientenvergleich:

keine¢ - Abhangigkeit—-

Einsetzen

% - Z AO,n 'Azo,n - Jo {Ho,n pﬁ} 'BO
0

n=1
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Weiter mit Orthogonalentwicklung:

PO
2 P
TRV R (R (A
0, 0, 0 ng% {lio,n} J 0P Jo 0, % P

mit
/x- Jo{z} dz =z J1{z}

2 1

Ao Awn By = Voo oo
o * 0 OKVO,n Jl{HO,n}

Also lautet das Potenzial im Rohr

2 Jo{kon .pﬁo} . sinh {“O,n =

V= Vo : }
; Kom  Ji{kon} sinh {lio,n . i}

Zusammenfassung

Jede Verteilung kann mit Hilfe einérourier-Bessel-Entwicklung gemaf {03 dargestellt werden.
Der Ansatz fur die Verteilung, {p, ¢, z = ¢} = ¥.{p, ¢} lautet

by = Z:O /OOO Ay, - Jmiks - p} - (Am - sin{mo} + By, cos{me}) dk,

wenn die Verteilung keinen Pol auf der Achse aufweist. Dieaicklung nach den Besselfunktionen

ist vollstandig:

/ Im{k-2} -k -2-Ju{k -2} dz = 0{k—k'} Orthogonalrelation
0

/ Im{k-2} k2 - Jo{kz} dk = 6{z—2} \ollstandigkeitsrelation
0

Die Produkte4,, ,, A, und A, ;. B, werden mit Hilfe der Orthogonalrelation aus bestimmt:
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2m oo

1
Mgy A = [ [ sin(ma} o dufko} dodp (109)
0 0
2 5 2T 00
Aus, B = =522 [ [ cosmo) ky-p- dulho} dodp (110)
0 0

Ist die Verteilungy, auf den Bereich mit Radius, begrenzt, ergibt sich eirféourier-Bessel-Reihe
geman {07). Fur die Entwicklungskoeffizienten lautet der Ansatz aersRndbedingung,.{p, ¢, z =

ch = e

77Z)C = i i Am,n “Jm {/{m,n : %} : (Am : Sln{mgb} + B, CQg{mQS})

m=0 n=1

Die Orthogonalrelation lautet:

1
2
J2+1{K“—mn} /Jm{/@m,n 2}z Il Ky c2p dzo= 6, (111)
0

und fur die Vollstandigkeitsrelation gilt:

2 > ! ’ /
m Zl Jm{Kfm,n 'Z} 2o Jm{Kfm,n *Z } = 5{2 — Z } (112)

4.7 Die Besselfunktionen und ihre Eigenschaften

4.7.1 Besselfunktionen

Besselfunktionen sind Lésungen der Besselschen Diffialgigichung
0? 0

29 v 2 2 _
z 82Cm+z aZC+(2 m”)Cm =0

V4

Hier wird im weiteren davon ausgegangen, dass N gilt.

Besselfunktion erster Art

Die Besselfunktion erster Art der Ordnungheifl3t auch einfach nur Besselfunktion

Jm{z}
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Besselfunktion zweiter Art

Die Besselfunktion zweiter Art der Ordnumg heil3t Neumannfunktion (in Europa Ublich) oder We-
berfunktion (in Amerika tblich)

Nmi{z} = Yn{z}
Je nach Autor gibt es auch noch andere Notationen fur dieeBas&tion zweiter Art. Sie wird mit

Jm{z} cos{mn} — J_,.{z}
sin{mm}

Nm{z} =
definiert.

Besselfunktion dritter Art

FUr ganzzahligen definiert man mit: = x + iy Besselfunktionen dritter Art der Ordnung, die
sogenannten Hankelfunktonen

HY{z} = Jn{z} +iNn{z} (113)
H(Q){z} = Jn{z} —iNu{z} (114)

Eigenschaften von Besselfunktionen

Jomiz} = (=" Jui{z}
Nom{z} = (=1)" Nn{z}
H(,l,)n{z} = exp{imn} - HV{z} (115)
H(_Q,)n{z} = exp{—imﬂ}Hg){Z}
(116)

Rekursion miC,,, € {J.u, Nu, 57?, ﬁ)}

L nle} = Cuafeh = ZCalz)
= —cmﬂ{z}+§cm{z}
Cor (2} + a2} = 2 Cufz)

Co 12} = Con {2} = Q%Cm{z}.
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Integrale

/Cm{z}-z-Cm{z/} dz = §{z—2}

1

/Cm {K“m,n Z} "z 'Cm {/{m,n/ Z} dz = [5 (%Cm {K“m,n Z}

0

speziell:

/z-Co{z}dz = z2:C{z}

4.7.2 Modifizierte Besselfunktionen

Modifizierte Besselfunktionen sind Losung der Differelgiaichung

228—25 +z£[, — (2 +m*)Ln=0
0z ™" 0z ™ "o

(entspricht: — iz in obiger DGL)

Modifizierte Besselfunktion erster Art

™

exp {—img} Jm {exp {z%} z} fir —m <arg{z} < 5

exp {13m3 } J,, {exp {—i3%} =} fir g <arg{z} <

lm{2} =

Modifizierte Besselfunktion zweiter Art

Die modifizierte Besselfunktion zweiter Art heil3t auch Kaahnfunktion

Km{z} _ g I*m{z} — Im{z}

sin{mmn}

Fiarm € Ny muss der Grenzwert bestimmt werden. Dann gilt

iZexp {im%} H%){exp {iz} 2} fr —m <arg{z} < g

Kn{z} =
{2 —iZexp {—im%} Hg){exp {—iZ} 2} fur g <arg{z} <m
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Eigenschaften modifizierter Besselfunktionen

. {z} = L.{z}
Koo {z} = K.{z}

Rekursion fur modifizierte Besselfunktionén, € {l,,, K, }

m

S Lnfs} = Lol -2 Lafe)
= Lon{z}+ 7 Lalz)
Lo-1{z} + Lppi{z} = 2% Ln{z}
Lonid2) — Lo {2} = 2% Lo{2) (117)
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5 Der verallgemeinerte Kapazitatsbegriff

Ublicherweise wird die Kapazitat zweier Elektroden wiegtdbestimmt:

* Messe die Ladung auf der positiv geladenen Elektrode (higr

* Messe die Spannung zur anderen Elektrode (Hier V)

° KapaZItatCkg - Vk%vz

Problem:  Wennl/, vergroRert wird bei gleichzeitig konstanter Spannung/zerhoht sich die
Ladung@,. und damit die Kapazitat — Falsche Definition.

Der Ausweg geht tber die Bestimmung der gespeicherten Energ

In einem Mehr-Elektroden-System wie in Abbildubfjdargestellt, wird es schwierig, die Speicher-

kapazitat fur elektrische Ladungen, die ein Elektrodenpatweist, allein aus der Ladung einer Elek-

trode und der Potenzialdifferenz der Elektroden zu besemrda ein Teil der Ladungen durch andere

Elektroden influenziert sein kann. Stichwortartig sei ldier folgende Losungsweg skizziert:

Bild 14: Elektrodenanordnung im Raum und Ersatzschaltung von Kidipeu.

Gesucht: Kapazitat zweier Elektrodery
Ansatz: Gespeicherte Ladung, auf Elektrodek als Funktion der Potentialdifferenz,

Qr = Z Cre- (Vi = Vo) (118)

(=1

mit der gesuchten Teilkapazit&,

Weg:
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a) Bestimmung der gespeicherten Energie fur Ladupg
b) Bestimmung von Potenzialkoeffizientep = > pr, - Q¢
c) Bestimmung von Kapazitatskoeffizient@p = > Cy/V;
d) Berechnung der Teilkapazitét

5.1 Kapazitat

a) Die Energie, die in der Ladun@, auf einer Elektrode mit Potentidl, gespeichert ist, lautet
allgemein

Wy = % Vi - Qr = /// wp{7} &3 (119)
b

mit der Energiedichte:

L1 L ofr}-ofm}
wk{T} - 5 /// 4, ' |7—,»_ T—j‘ d37, (120)
v

also

v Jff -

Hier ist o{7} eine Oberflachenladung auf der Elektrade

o7} = oe{7k} - 0{7 — 7i} - (122)

Die Gesamtladung der Elektrode betragt

o= [[[ elirer = ff o (123)

Ok

Bild 15: Ladungsverteilung auf Elektrode
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Die Ladungsdichter{7'} enthalt alle anderen Elektrodenladungen. Zur Vereinfaghwird dabei
Elektrodek nicht ausgelassen (Problem der Selbstenergie!)

o7} =" o0 6{F — 7} (124)
/=1

Einsetzen:

o= o I [If 2

_ Z # # Ok O 42y, g2, (125)
4meg |75 — 7

S O

b) Naheliegend ist hier der weitere Ansatz
Vi = Z Pre Qe - (126)
(=1

Dann ergeben sich die Potentialkoeffizientgnnach komponentenweisem Vergleich zu

Ok " O¢ 2 2
= d“r, d . 127
Pt o Qé 47T€o ## |7 — 77| T (127)

Die Potentialkoeffizienten haben folgende Eigenschaften:

Pk
DPke

Pe k

Vv
o

(128)

Die erste Behauptung ist unmittelbar aus der Symmetrierttegrianden ersichtlich. Die zweite Be-
hauptung wird klar, wenn man sich vorstellt, dass beispieise nur die Elektrode = 1 eine positive
Ladung tragt wahrend die Potentiale aller anderen Elektiaab eingestellt sind, dass sie keine La-
dungQ, tragen (siehe Abli6). Damit gilt dann

Ve = Pk “Qk - (129)

Zur Kompensation der vof,, der influenzierten negativen Ladung@pmuss};, > 0 sein. Da sowohl
alleV, > 0 als auchy),, > 0 sind, istp; , > 0 offensichtlich.

c) Der Ubergang auf Kapazitatskoeffizienten gelingt, wenn
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V2 V3
Vi ‘ ‘

Bild 16: Zum Vorzeichen der Potentialkoeffizientgy,.

Vi = Zpk,é Q¢ (130)

als Matrixgleichung

(Vi) = [pr,e) - (Qe) (131)

geschrieben wird. Mittels Matrixinversion

(Qe) = [prd ™" (Vi) = [Coa] - (Vi) (132)

werden die Kapazitétenkoefﬁzientétak gewonnen.

Sie haben die Eigenschaften

>0 =k

Crx { <0 (+k . (133)
= Ck,é

Die letzte Eigenschaft ist sicher unmittelbar aus der Sytrienéer Matrix|p;. /| ersichtlich. Die ersten

beiden Eigenschaften ergeben sich aus einem Gedankeimegpe(siehe Abkl7): Die Elektrodel

wurde positiv geladen, alle anderen geerdet. Dann befindeasf allen anderen Elektroden negative

Influenzladungen. Auf der Elektrodefolgt sie definitionsgemal’ adg, = Cj., V;,. Dal, > 0 und
Qr <0, @, >0ist, waren die Behauptungen bewiesen.

d) Die Teilkapazitaten ergeben sich, wenn man

N
Qr = Z Cri+ Vi (134)
=1

auf die Form
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v
Bild 17: Zum Vorzeichen vorC, .
N
Qr = Z Cre (Vi = Vi) + Crge - Vi (135)
—1

umschreibt. Vergleich miti32) ergibt die gesuchten Teilkapazitaten

Cre =

N
Cop = Z Y >0 (136)

Interpretation:

Flrk # ¢ geben die”}, , gerade die Speicherfahigkeit an, die das Elektrodenpadifir elektrische
Ladung besitzt. Im Falk = ¢ kann die KapazitaCy, ,, als Teilkapazitat der Elektrode gegenuber
der Fernkugel angesehen werden. Somit ware dann auch dignfratiche Auffassung fur eine Ka-
pazitat aus zwei Elektroden im freien Raum gewahrt. In Ahinlg19 ergibt sich fir die Kapazitat
des Elektrodenpaares eine Parallelschaltung’ausind der Reihenschaltung van; und Cs,. Da
der Radius der Fernkugel gegen unendlich geht, we€dgerund C5, infinitesimal klein und damit
resultiert die erwartete Kapazitét.
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Bild 18: Zur Interpretation der Teilkapazitaten in einem Zwei-Elellen-System.

Cpy
] o 1 02

|| ||
11 11
Cll C22

Bild 19: Ersatzschaltung zur Bestimmung der Kapazitat in einemektElden System.
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6 Greensche Funktion

6.1 Definition

Die Losung einer Differentialgleichung der Form

AG{7, 7} = 6B {7 — i} (137)

mit Randbedingung

G{rk,7} =0, (138)

heil3t Greensche Funktion.
Hier bezeichnef, Orte auf dem Rand des Korpeks

Die Greensche Funktion ist also die Stof3antwort des Diitéakgyleichungssystems und kann als das
Potential einer Punktladung in einem Korgéeinterpretiert werden, dessen Wande auf dem Potential
0 liegen, wie hier gezeigt wird: Die Poissongleichung hatfbem

AV =2 (139)
€0
Wenn die Quelle eine Punktladung ist, gilt
ov=Q -0 {F—7}, also AV{Ff}= —69 SBF— 7Y (140)
0
Aus dem Vergleich mit{37) resultiert
G{F, 7} = 2. V{F) (141)
Q
6.1.1 Beispiele:
freier Raum:
Gr{r, 7} = 1 (142)
R e |7 — 7|

1 1 R 1
= — - 143
T (lf—ﬁl a |f—(%>2m) -
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Halbraum z > 0:

) = 1 (o~ i) (49

6.2 Symmetrie

Die Greensche Funktion ist symmetrisch! Der Nachweis gtfimlit dem zweiten Greenschen Theo-
rem:

f[[eam-vsmar = [[(ogv-vzs)d
!

Sk

Die Normalenableitung wird durch

Qqs = iloVe (145)
on
beschrieben. Damit resultiert
/ / / (¢-ApU — U Apgp) & = / / (¢Vu T — Vo) o &7 . (146)
K Sk
Nachweis:
Sei¢p = G{r,p} ¥ = G{r,j} wegenG{r,5} = 0 auf Sk wird die rechte Seite Null. Mit
AG{7, p} = =03 {7 — p’} resultiert links
— /// G{r,p} -5(3){r —p'} = G{r,p'} -5(3){7’ —p} &*r =0 (147)
also

G{p,p'} = G{p',p} (148)

W. Z. b. w.
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6.3 Anwendung der Greenschen Funktion: Allgemeine Losung & Poisson-
gleichung mit vorgegebener Randbedingung

Die allgemeine Lésung der Poissongleichuxilg = _5_ beivorgegebener Randbedingundrk } =

f{r} findet man ebenfalls mit Hilfe des zweiten Greenschen TmesréHier wird gesetztp =
V{r}; ¥ =G{r "}

Einsetzen

/// V{r}- AfG{FF’} ~G{7, 7} - r, V{FYd = (149)
,5(3){F 7} Q;{;’)}
/ / (V  -VuG{F i} — G{F FIVuV{r}) o d* (150)
Sk f{T} O

Vi + / / / ;;p{ﬁ}-a{m} & — / / ({7} Vo GLF 7Y o 4% . (151)
K Sk

Nach umstellen resultiert fir das Potenzial im Korper

Viry = / / / —of} G} & - / Y VoG 7} 2. (152)
Sk

Es setzt sich also aus einer Uberlagerung von zwei Potenzalsammen: Das Erste ist durch ei-
ne Ladungsverteilung induzierte Potenzial und das Zwéitet von dem Potenzial her, das auf der
Oberflache des Kdrpers eingepragt ist.

Beispiel a)Ladungsverteilung im freien Raum

Das Potenzial der Fernkugel verschwindet, also

flrch=0. (153)

Die Greensche Funktion i§tg {7, }.

Somit resultiert direkt das bekannte Coulomb-Potenzial

N ERy /L

Beispiel b)Kugel im ladungsfreien Raum mit konst. Poteniiglauf der Oberflache
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Der Raum ist ladungsfrei, also = 0. Fur das Potenzial auf dem Rand muss auch die Fernkugel
bericksichtigt werden:

Vo fur |7 =R

Die Oberflache besteht aus zwei Flachen: Fernkugel + Kuggldbhe— [[ = [[ + [f

Sk Fernk.  Kugel

V{r} = // <V0'$ -V G{F, F}) o d% . (156)

Kugel

Fur G wird (143 verwendet. Mit der Herleitung von Sei resultiert

r? — R? 1

Ve GUE ) = o s e TR (157)
Hier ist
cos{7} = ‘%o‘;‘ = sin{0} - sin{0'} - cos{p — ¢’} + cos{} cos{d'} (158)
' Kugel

zu setzen. Das Oberflachenelement lautet

d*7 = R*sin{#'} 40’ dy'(—¢;) . (159)

Damit ist das Potenzial der Kugel im freien Raum

47 7

Vo r? — R? .

Vi{rt=—R o'y do' d¢’ . 160

{r 4m // (r2 + R? — 2r Rcos{~})3/? sin{0'} ¢ (160)
00

Das Koordinatensystem ist frei wahlbar. Wir wahlen es sesdamer gerade die Achse durch den
Aufpunkt verlauft=- 6 =0 — cos{y} =cos{@'} mit ¢ =cos{#} — dt=sin{¢'}dl

2 1
Vor? —R? _, 1
- ‘R dep dt
V= e f // 2+ R2— orRip2 7
0 —1

Vo 2 2 ! L)

= ?R(T _R)|:\/T,2+R2—27”Rt'@:|—l

_ E(r—R)(HR).( L )
; . Vir—R? /(r+R)>

(161)
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mit
r—R r>R
(r—R)?= far (162)
R—r r<R
resultiert fur Orte auBerhalb der Kugel> R)
Wl R
V=70;(7«+R—(7«—R)):vo-7 (163)

6.3.1 Zur Bestimmung des Gradienten vort; einer Kugel im freien Raum

R 1
- — . _
ITERTE = ) rE— (B) )
1 1
= _h (164)

2+ =2 cos{y} T \/7»2 + 8 — 2r B cos{y}

0
Ar(Vr' G)oey = |— G{F,7
m(Vr'G) o é; '8'/” G{r, 7"} o
r = R
_ _roreosfy} | R O1 R =25 +293 - cos(n)
T ER R W
1 2 2 _ 2
_ _W [R— rcos{} — r*+ R Rchos{v} + R - reosy}
—1
- _M—?’R(RQ —rRcos{y} —1* — R* + 2rRcos{v} + R* — rRcos{~})
B _R2 _ T2 1
- R [r?+4 R?> —2rRcos{v}]?
(165)
RQ _ T2 1
o G —»’ — —’r/ — 166
Ve G} oe AR [r? — R? — 2rRcos{~}]? (166)
R
vt (167)
FO 7:7 . . / / /
cos{v} = = sin{0} sin{0'} cos{p — ¢'} + cos{O} cos{d'} . (168)

|
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7 Zweidimensionale Potentialprobleme

Im folgenden sei das reelle PotenZial nur von den zwei Koordinatenundy abhangig. Es soll der
Versuch gemacht werden, auf eine komplexe Darstellungzilgehen. Dazu wird zusammengefasst:

z=x+1y 20 =z+2*
ZF=x—1y 2y =z — 2*

Statt des ursprunglich reellen Potenzial wird hier auf @mglexes Potenzial
Vix,y} = o{x v} +i¥{xy}
= ¢{n2} +10{z,2"} (169)

ubergegangen. Die Zuordnung vbnzu Vi kann z. B. durch Bildung des Realteils erfolgen. Fgr
gelte die Poissongleichung

d? d?

AV
R dy? €€

Wie lautet die Poissongleichung fur?

d d d
Sy - & SRR TP
% dgjd){z,z}—i—zdx {z,2*}

RN IORERTE
A @)@

0 0 1o 0 0 , 0 .
= @¢+82*¢+Z[&\I’+@\I’}—&(¢+Z\I’)+%(¢+ZW)
0 0
V4V (171)
d? d 0 d 0
o (0 0 0 0 0 0? 0? 0?
= &(&M%V)*az* (@”%V)—@”WV”&WV

iV: iz 2V+ iz* 0 V=i QV— 0 1% (173)
dy dy 0z
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d? . 0 d 0
= [ y@v)‘d—y(az*v)]
0

.o [0 0 ) 0 0
= [a— (&V‘az* V)‘laz* (&V‘az* V)]

B

o

0? 0? 0?
= —V-— 2 174
022 v 0z Vi 0202 v (174)
d? d? 0?
AV = — —V=4—-V =4A 17
\% s V+ a2 V 920" V .V (175)
d 0 0
ke (a_ i az*) v
d 0 0
—V = | = \% 176
dy <8z - 82*) (176)
b0 _ 4 _.d
0z  dx dy
0 d d o\"
2 = —+i— =2 = 177
0z* dz ledy (82) S
Definitionen:
0 1/ d d
= — == ——-i— 17
Va 0z 2 (d:c 1dy) (178)
0 1/ d d
S - | — 1— 179
Vi oz* 2 (dx+1dy) (179)
A,:=V,oV, (180)
Beispiele:
V-V T — 1 V-V Y=
Vo= Wi T2 — T Vo= Wi Y2 — W ( )
Vo—-Vi=U Vo—-Vi=U
Ty — 11 =d Yo—y1=d
U U
V:Vri‘g(ﬂf—l’l) V:Vri‘g(y—yl) (182)
U
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» X, O

A A
> ¥ > ¥
y, Ej—
7 I —
» x, O
X1 X2

Bild 20: Potential eines Plattenkondensators. Im linken Bild siied Atjuipotenzialflachen durch
x = const., im rechten Bild durcly = const. gekennzeichnet. Fur beide kann die selbe Beschreibung
V =V; + Y. (z — z) herangezogen werden.
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7.1 Feldstarke

. d d
E:—VVR:—(@VRe}de—yVR-éy):EX-€X+EY-€y (184)

komplexe Darstellung

E=E +iE, (185)

Es werden zwei Moglichkeiten betrachtet, das reelle Paémz aus dem komplexen Potenzial zu
gewinnen:

Originalproblem: Vi = Re{V} ~ Ep
Duales Problem: Vg =Im{V} ~ Ep

Re{V} + ldi Re{V}) - (% + z’diy) Re{V} = —% Re{V}

|
A /\

e{V})

0
Ep = { 52 Im {V}} (186)

d

Der Winkel zwischen RV} = ¢ und Im{V'} = W ergibt sich aust, o Ep = Eo - Ep

Eo-Ep = <%¢+i%¢) <i\1f+iiqf)

d d dx dy
d d d  d d d d  d

= — ¢ — V- — p— i|—¢— V¥V +—op—VU 187
dx¢ dx dy¢dy +l[dygbdx +dxgbdy (187)

4o dy L=y (188)

erfullt sind (Ep - Eo = 0). Dann gilt aber auclAV = 0, also stehenl und ¢ senkrecht in la-
dungsfreien Gebieten. Identifiziert mamit Aquipotenzialflachen, singd in ladungsfreien Gebieten
die zugehdrigen Feldlinien. Was passiert, wenn das Koatdirsystem transformiert wird, also z. B.
w = h{z}? Wie transformiert sich die Poissongleichung bzw. die &#&ld
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Vi vV

A A
y A\

/\

AV ~
p, € ’ o =h {z} C,e
O—-e
/\ Vl
» X p U

Bild 21: Abbildung eines Potenzialproblems auf eine Geometrie ekbhnter Lésung. Die Abbil-
dungw = h{z} ist bekannt.

7.2 Konforme Abbildungen

©{z}. Das zughorigé’{z} ist gesucht.
Gegeben ist

AN, V{z} = GG . (189)
E€n

Es ist eine Transformation = h{z} bekannt, mit der die Quellverteilung und die Réander des Pro-
blems auf ein€éeinfaché Geometrie Uiberfiihrt werden kann. Die zugehdrige Poissirtaing lautet

w} (190)

4AW‘~/{w} = — \/zi

3

Formal kann gesetzt werden

Vi{iw} = V{h{z}} = V{z} . (191)

Zur Bestimmung der transformierten Quellverteilung musdRbissengleichung umgeformt werden:
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0 g (0 o | o 0 -
A, — — v = 9.2
iz 0z0z* iz oz* (82 V) oz | 92 " ow Viw}

0 0 - 0 J . ? -
- (&z@z* h) (% V{w}) * (@ h) (82* h ) Jwow* Viw}
WT/
(& n)
Ay, V{w} (192)

= (A, h) (a% f/{w}) + ’% h 2

Wennh eine analytische Funktion ist, gelten die Cauchy-Riemeimas Differentialgleichungen und
somitA, h = 0. Also

AN, Vi{z} = ‘%h ANV {w)
ofsy _ |2 ,[F. (_efw}
- oo h ( 660) (193)

Beim Ubergang voiv {2} auf V {w} muss also die Quellverteilung{ 2} umgerechnet werden mit

sy = 22 (194)
Ex

Dies ist eine parametrische Darstellung fi§e }; w ergibt sich aus{z}, das zugehotrigé{w} aus
ofz}
‘@ h|2"

Jetzt erfolgt die Berechnung vori{w} (bekannte Lésung). Das Potentigl »} ergibt sich mit
V{z} = V{w} = V{h{z}}. Der Vorgang wird auch Riicktransformation vomachV" genannt.

Spezielle Anregung: o{z} = 01.0%*{z — 2}
Ansatz fir  o{w} = o, - *{w — wo}

Bestimmung voryy,:

o{w} = ou 0*{h{z} — h{zo}} = ou

> 0%{z — 2} (195)
|52 bl

Vergleich mit Umrechnungsvorschrift:

o{w} =

5 0z} (196)
‘82 }



7.2 Konforme Abbildungen 71

1 1

o tEmal =g m ezl = a=a (197)
Fd |2 1
Beispiele
A
\

o =In {z}
O—o

z=exp {0}
—O

> u
Vv, Vv,

Bild 22: Abbildung eines Zylinderkondensators auf einen Pardd#éignkondensator.

hier o=0 — 0=0

: -V
RN (

(w— ) (Originalproblem) (198)
U — U7

u; = In{x;} = In{z1} = In{a}
uy = In{zs} = In{zs} = In{b}

V{z} = Vi+ % (In{z} — In{a})

_ In{Z}

- ‘ﬁ'%lj'ln{g} (199)
el

Reﬂ/}:¥ﬁ+lf-l{“} (200)

In{b/a}
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9,
E, = — Re{V
0z e{V}
I QM_ U i
- In{b/a} |z| a 0Oz In{b/a} |z]?
U T+ iy
= . 201
In{b/a} 2+ y? (201)
2 2
— Bt By= s (202)

In{b/a} 2+ y?

lz| = Vz-2*
O 14
0z*
1
= — -z (203)
||
Bestimmung der Aquipotenziallinien:
Beim Originalproblem gilt RgV'} = const., also hier V; + U 11;{{{&,'/('1} Vap
wobeiV,p das Potenzial der gesuchten Aquipotential ist.
Bestimmung des Verlaufs aus
In{|z|} = J In{b/a} <= |z =exp {VAPU -In {b/a}} (204)

Bestimmung der Feldlinien:

AV = 0!) wenn gilt dann folgen die Feldlinien beim Originalproblem{{} V'} = const. = V5.
Hier ist Vi eine frei wahlbare Konstante, die eine Feldlinie festiBgrechnung des Verlaufs:

Im{V} =arg -{z}

U Ve
ey el =g nib/a (205)

Inverses Problem:

Bis hier wurde angenommen, dass eine Abbildung h{z} bekannt ist. Haufig lasst sich aber nur
die inverse Abbildung = ¢g{w} angeben. Ausgehend von

4N, V{z} = _otz} 4N, Vi{w} = _ofwy (206)

EEQ €€

und mit einsetzen



7.2 Konforme Abbildungen 73

A A
y A\
/\Vl Z:g{w} C,g
p X > u

Bild 23: Abbildung einer Geometrie mit bekannter Losung auf ein kabates Potenzialproblem.
Hier ist die Abbildungz = g{w} bekannt.

Viz} = V{ig{w}} = V{uw} (207)
ergibt sich
- ? - 0 0 -~ 0 0 0
AwV 6w*8wv_8w*(%v)_8w* ow %V
~——
2 9
02 3, 9, a 02
a <8w*8w g) (& V) i <(’3—w g) Now ! | 0z0x v
MY
(7% 9)
0 o I
= (Awg)@‘wl%g A,V (208)

Wennz = g{w} eine analytische Funktion ist, gelten die Cauchy-Riememas Differentialglei-
chungen fuy und es resultierf,, g = 0. Also
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2

ow
o{w o I z o | w
_ofw} 0 F elzd |9 F eloful} (209)
€€ ow £€o ow €€o

Somit ist die Anregung fiit’ {w} aus der Original-Anregung berechenbar. Damit l4sst Bi¢h}
bestimmenV/{z} resultiert aud’{w} als parametrische Darstellung: Wahle gjnberechnev, —

V{ZQ} = V{wo}
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8 Wellenausbreitung in leitfahigen Medien

Die Maxwellgleichungen lauten

VxE = —— B
V x T
ﬁxé = g-gE—i—ﬁ'
= Mo | €o ot Jv
VobE = &
€0
VoB = 0 (210)

Dies sind die sogenannten Vakuumgleichungen, d. h. es wgeérsommen, das samtliche Materie
mit ihren Auswirkungen in der Stromdichje und der Ladungsdichte erfasst sind. Zur Erleichterung
werden die Hilfsfelde) und H eingefihrt, die den Einfluss der Materie erfassen:

— — a —
E = ——
V X oy
— — a —
H = —
V x 2 +J
VoD = p
VoB = 0 (211)

Dies sind die so genannten Materiegleichungen. Mit

—

jv - j+jpol+jmagn
Ov = Q+onl (212)

und der elektrischen Polarisatidh, die die Ausrichtung der Materie im elektrischen Feld esfas
sowie der magnetischen Polarisatibh die die Antwort der Materie auf magnetisches Feld enthalt,
resultiert

D = gE+P

. B -

H = ——-M. (213)
Ho

Die magnetische Polarisation heif3t auch MagnetisieruingVergleich der Vakuum- und Materie-
gleichungen ergibt
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jmagn - ﬁ X Ma
- 0
; L = Z p
Jpol ot

Hier wird im Weiteren angenommen, dass Ladungsneutrabidiegt, d.h. positive und negative La-
dungen kompensieren sich gerade:

0=0. (215)

Die freie Stromdichte durch die Leitungsstromdichfg, = o . E ersetzt

j—o-E. (216)

Die Leitungsstromdichte, auch Ohmsche Stromdichte gdnasireigentlich nicht Bestandteil der
Maxwell-Gleichungen. Die erweiterten Maxwellgleichungellen keine geschlossene Theorie mehr
dar! Die betrachtete Materie sei linear und isotrop, al$io gi

5 = €0€E
B = puouH . (217)
Wie Ublich werden Potenziale eingeflhrt:
B = VxA
. . J -
E = _(v¢el + EA)
(218)
- 1 = - 0 (= 0 - - 0 -
— Al =—eeg— —A)—o- — A 219
V x (MMOV X ) S (V¢el+ T ) o (V¢el+ P ) (219)
-1 S 1 = = = ) 0? - = 0 -
— A)+— = — — o) — eE0=—=A — —o— A. (22
<VM,LL0) X (V X ) + i V x(Vx A) €€0V8t¢el 6608t2 oV e e (220)

In homogenen Medien giﬁﬁ = 0.

Umstellen
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—, 2 —

L L0 P2 ) 9
AA =V (Vo A) — ppoeeoV (aﬂl) ~ Mo €207 5 A = ppoo Ve — Fibo0 = A= (221)

Ausklammern des Gradienten

2 -

. A 9 L )
AA — ppio Oop T HHosEo 5o A=V (V oA+ uuosfsoaqﬁel + phto ocbel) =0. (222)

Eine starke Vereinfachung resultiert, wenn die modifigiédrenzeichung

S o 0
VoA+ Mﬂoé‘é‘oa(bel + ppoo e =0 (223)
gilt. Dann folgt die Wellengleichung

> g - ”? -
AA — ppy o EA — Jjto €€ @A =0. (224)

Bei harmonischer monochromatischer Zeitabhangigkeietader Ansatz fiur die Zeitabhangigkeit
A7t} = A{F} - exp{i(dw)t} . (225)

Unter Berlicksichtigung vo(tta)? = a? ergibt sich nach Einsetzen in die Wellengleichung die Tele-
graphengleichung

AA{r} + wPppoeeo A{r} — i(tw)ppoo A{r} = 0 (226)

Ansatz zur L6sung: Produktansatz

A{ry = Ao~ expli(fhe,) -x} - exp{i(£hy. ) -y} - exp{i(dhy.) -2}
= Ay exp{i(£ky) o7} (227)

l; steht fiir eine der acht Kombinationen hei, k_ fiir eine der acht Kombinationen beiwt. In
k hat jede der drei Komponenten einen Vorzeichenwechsel =rBifmation = 8 mdgliche Anséatze.
Zusammengefasst mit dem Ansatz fur die Zeitabhéangigksuttiert die stark verkirzte Schreibweise

—

A{F 1} = Ay-exp{i(£ky) o 7} exp{i(£w)t}
= Agexp {z ((:I:w) t+ (ki) o F) } (228)

Es resultiert nach Einsetzen in die Telegraphengleichung
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—(/’{:)2(i + kii + kfi)ffjt wlpipeeg A — i(j:w),uuoaff =0 . (229)
Mit der abkiirzenden Schreibweise
R, Ry, R, = ko ke = [k (230)

ergibt sich die Dispersionsrelation

> . - . g
| ||* = w?npocoe + i(Fw) ppo o = |kxl* — w?pupo €0 <€ — z(iw)go) =0 (231)

Mit der komplexen Dielektrizitatskonstante

(232)

und der komplexen Brechzahl

n=\/175=\/u <5‘Z'<iz)go) (233)

bekommt die Dispersionsrelation wieder die schon bekaRote. Bei den insgesamt 16 moglichen
Vorzeichenkombinationen ir2@7) stellt sich die Frage: ,Gibt es eine "richtige” Vorzeictembi-
nation?* Die Antwort folgt aus der Betrachtung der Wellestangitung. Die Welle breitet sich mit
endlicher Geschwindigkeit aus. Das heil3t, dass entferrtee€dst nach einer gewissen Zeit erreicht
werden (Prinzip der Kausalitét).

Definition: Die Wellenausbreitung ist die Fortbewegung der Flachersteorier Phase (Wellenfron-
ten, Phasenfronten)

Nur im Realteil vonk steckt die Phaseninformation. Daher missach Real- und Imaginarteil ge-
trennt werden:

Ei:Re{Ei}Jrz’Im{Ei} (234)

Die Dispersionsrelation lautet dann:

Fel? = Fuoks — (Re{Ei} +ilm {Ei}) o <Re{Ei} +ilm {Ei})
_ Re{;zi} o Re{Ei} ~Im {Ei} olm {Ei} +¢2Re{/§i} olm {15;}

[

= w?ppoego — i(Fw) pupo 0 = w? piogg <M€ - 27) = kg’ (235)
N——— (j:CU)gO

kg
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ko ist die so genannte Vakuumwellenzahl.

Beispiel:
2+ i} 2 . 1
K= 1+i |k = Re{k} — 1 |k Im {k} — 1]k (236)
0 0 0
kok=k[2+i)2+ (1 +i)? = (3+1) k2 (237)

Der Realteil des Arguments detp-Funktion vonA ist die Phase:

O{7 1} = Re{il?i o7 + (iw)t} - Re{izzi} o7 + (+w)t (238)

Die Orte konstanter Phask{r,t} = ®,{7} verschieben sich mit der Phasengeschwindigkgit
gemaf dem Ansatz

T_’::pO =Tp + 5pht . (239)

Zur Bestimmung der Phasengeschwindigkeit wird zunachst

d d
— @ = —Re {ikiorJr iw)t}
_ { e } Ty + (£w) (240)
mit
o .
g Ty = Cph (241)

verwendet. Unter Berlcksichtigung vg}rbo = 0 lautet dann der Ausdruck fiir die Phasengeschwin-
digkeit

Re{i/%’i} 0, = —(+w) (242)
Die Phasengeschwindigkejy, ist nur eindeutig bestimmbar, wenn sie parallel zu{Rﬂ?i} gewahlt
wird:

Ansatz:

Gop, = © Re{iki} . (243)
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Nach Einsetzen resultiert

2

6Re{i/§i} o Re{i/%’i} —¢ HRe{Ei} — —(+w)

und damit

(244)

Probe:

(iw)Re{il%’:} e
|Re{E. }

= Re{:l:_»i}OFO—FRe{:l:Ei}O —

w. z. B. w.

Einsetzen der Orte konstanter Phase in das Vektorpotesrgiat

A{Ft} = Agexp{i(£ke o7p, + (£w)t)}
— A exp{i(Re{j:Ei} o iy, + (£w)t +ilm {ﬂ;’i} o 7ay)}

)

— Ay expli®y — Im {iﬁi} o oy} (245)

Hier fehlt noch die Untersuchung des Imaginéarteils im Argatderexp-Funktion fir die Orte kon-
stanter Phase,:

im{ s fora, = Im{xks}or+im{zhioq,
B Im{+k. ' o Red +k,
_ Im{i i}of’o— { HRG}{Ei}{Q }(i—w)t
. Im< k.t oRelk
_ Im{iki}of - {;e}{]gi}H{Qi}(iw)t
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Aus der Dispersionsrelatio285) folgt mit Koeffizientenvergleich
Im {Ei} o Re{Ei} = —(dw) ppo o

und damit resultiert fir die Orte konstanter Phase

Im{i];:t}OT_’;po = Im {i%i}ofo+%wt

[Re{F}

(7t} = Ayexp { i@y — Im {i/%’i} ofy — —LBHT (246)

" refre]

Feststellung:

In Leitfahigen Medien nimmt die Amplitude der Wellen in Ausliungsrichtung ab. Die Wahl der
Vorzeichen im Ansatz ist unerheblich und fuhrt nicht zu Wagetichen.

In ideal isolierenden Medien ist = 0. Trotzdem kann der Fall von komplexen Wellenzahlvektoren
(siehe Totalreflexion) auftreten. Der Betrag der Welle &ndeh dann nicht, wenn R%Ei} und

Im {Ei} senkrecht zueinander stehen. Man spricht in diesem Zusahang von quergedampften
Wellen.

In der Technik hat sich die Schreibweise

A7) = Agexp {z (wt Ko F) } (247)

durchgesetzt. Die Phasengeschwindigkeit ist dann einfach

Re{E} | (248)

re{R)

Die Wellenausbreitung erfolgt also in Richtung von %ié} Zu beachten ist, dass die Realteile der

Werte vonky, k, undk, durchaus negativ sein kdnnen. Sollte der zugehorige Inasigihdann zu
einer Verletzung von Randbedingungen fihren, muss ebergelas entgegengesetzte Vorzeichen
fur die jeweilige Komponentei{ — —k;)gewahlt werden.

Cph

Beispiel

Eine monochromatische ebene Welle breitet sich unter demk&onyp = 120° gegen diex-Achse
im homogenen Medium, ¢, o aus. Wie lautet der Ausbreitungsvektor und die Phasenga&sdiy-
keit?
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Es gibt keine Aussage uber das Koordinatensystem auBedigbeRichtung. Wahl: Achsen so, dass
die Ausbreitung inc — y-Ebene erfolgt—= k = ky -&x + ky - &

Ansatz furky, ky:

. Lo

ke = IRl cos{e} = IFll(—3)

I . 1
b = E]-sinfeh = 1) (+5V5) (249)

mit
K[> = k2 + k2 = w?ppo e80 — iwppio 0 (250)
k]| = ()4 1E]2 = Vo — iw - ppgo = 8 —ia (251)
- R O 3.

— ]{Z = (6 — ’l()é><7€x + 7631) (252)

Bestimmung der Phasengeschwindigkeit

Cph = W 5 =W (253)

1
Gn = %5 (-e+v3a) . (254)
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9 Eigenschaften ebener Wellen in leitfahigen Medien

9.1 Homogene Medien

Im Folgenden wird angenommen, dass die elektrische und dgnetische Feldstarke durdh =
Eyexp{i (wt — k o)} undH = Hyexp{i (wt — k o 7)} dargestellt werden kann.

VxE= B ~ —ilkxE)=—iwB ~ H= (kx E), (255)
ot W fto
also
Hlk; HLE (256)
und mit
VXH:§D+J-E—>—Z(/€><H) = +iwD+okE

= +iw€€0+a]§
= +i(wegg—io)E

1 L
= ——(H xk)
weeEY)y — 10

1k (257)

!
&

=

folgt —

Damit kann festgehalten werden; Auch in leitfahigen MeditshenZ, Hund k senkrecht aufeinan-
der.

9.2 Bereichsweise homogene Medien

Speziell sollen hier solche inhomogene Medien betrach&etian, indem mehrere homogene Be-
reiche aneinander grenzen. Dazu ist es erforderlich, ditgReitsbedingungen an Grenzflachen zu
betrachten, hierfir monochromatische Wellen in linearexdidn. Es sollen nur ohmsche Strome zu-
gelassen werden.

6 X E —g B — X (EQ El) =0 (258)
ot G
- o 0 7 7
V x H = a D +]ohm — TL X (HQ Hl)‘G - ]ohm,s (259)
FeB o0 — to(fumB| =0 (250

G
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VoD=p — ﬁO(DQ_Dl)}G:QS (261)
Vo o+ 2 =0 — fo(jo—11) _9 (262)
Johm 8tQ - J2 W G — 8t Os
Umformung von 261) und 262 ergibt

no (505252 - 605151) G = 0 | -w (263)
7o (UQEQ - UQEl) = W Qs |- () (264)

und durch Zusammenfassen resultiert
ii o [(weoey + io1) Ey] L= (265)

Das heil3t, bei Verwendung der komplexen Dielektrizita¢éskmenten muss keine Grenzflachenla-
dung durch ohmsche Stréme beriicksichtigt werden (sie siddn Gleichungen enthalten).

Skizze: Re{E}

Az
N
k12
N
k21
N
- k22
kll
p X
G, &1, Wy Gy, €2, Up

Bild 24: Wellen an einer ebenen Grenzflache zwischen zwei homogerdieM



9.3 TE-Wellen an einer ebenen Grenzflache zwischen unteddith leitf&higen Medien 85

Annahme: an der Grenzflache wird eine Welle vorgegeben,eﬁeﬂdlsbreitungsvektd}n charakte-
risiert ist. Welche Wellen mussen auf beiden Seiten der Blé@he angenommen werden, damit die
Stetigkeitsbedingungen erftillt werden?

9.3 TE-Wellen an einer ebenen Grenzflache zwischen unterseldlich leitfahi-
gen Medien

Speziell soll hier die Situation an einer ebenen Grenzfl&etiechen einem leitfahigen und einem
isolierenden Medium betrachtet werden. Die Grenzflachd iz = x; angenommen, die ebenen
Wellen sollen sich in der — z—Ebene ausbreiten.

Anregung:
Ell = E_Tll{FO} ' eXp{i wt — (Ell @] (F— Fo)} gy (266)
En = kix - €x + k,€, == El (267)
mit
. 1 - .
H = Ex B (268)
Wtfo
= 1 5 - o ) - R
Hy = (kix €, — k&) E1{ro} - exp{i [wt — K1y o (7 —70)]} . (269)
W1 fo

Ansatz fur die "reflektierte” Welle

Ery = Er{io} - exp{i [wt — kyp o (F — 7)) }&, (270)

ko = —kiy €+ k, ¢, (271)

(Stetigkeit furk —s k,
Dispersionsrelatior— k)

- 1
Hyp =
WH1Ho

(—k1x€, — k,&x) E1o{y} - exp{wt — k1a(7 — 7]} (272)
Ansatz fir "transmittierte” Wellen

Ey = Ex {7} exp{i [wt — ko o (7 —10)]} & (273)

For = Koy @ + Ky - €, = Ky k, aus Stetigkeit (274)
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ﬁ21 = (/{?2)(5; — ]{Zzé;() E21{F0} eXp{i [wt — E21 o (7?— Fo)]} (275)
W2 o

EQQ = EQQ{F(]} eXp{i [wt — ];22 o (F— Fo)]} é;, (276)

EQQ = —kox€x + k, - €, (277)

Hop = (—kox@, + k, @) Foa{7o} exp{ilkas o (F — ) — wi]} (278)
W2 o

Fur Stetigkeit der Felder wirdy, = z; -€, gewéhlt. Dann kann diexp-Funktion tberall aus den
Stetigkeitsbedingungen gekirzt werden

exp{i [wt — ko (F— )]} = exp{wt —i(k,-2)} (279)

F:($17y,Z)T

Tangentiale Stetigkeit VOB

o T_i X (EQ - El) o = 0 T_i - éx El - Ell + El2 EQ = E21 -+ E_:QQ (280)

—  Eyu{xi} + Eo{a} = Ex{zi1} + Ex{z} (281)

Tangentiale Stetigkeit voi/

n X (ﬁQ_ﬁl) G =0 ﬁ1=ﬁ11+ﬁ12 ﬁ2=ﬁ21+ﬁ22 (282)

k:QX

Kix Kix Koy
! E11{!E1} - ! E12{!E1} = 2 E21{!E1} -

WH1Ho WH1Ho W2 o W2 flo

s

EQQ{I‘l} (283)

Zusammenfassen in Matrixform

1 1 Ell{xl} ) ( 1 1 ) ( EQl{xl} )
k1x k1x = k1x k1x (284)
\< wpipo  Wh1Ho )J< E12{$1} O\ wpo T wppo g E22{x1}

D) (D]

mit der allgemeinen Form der Grenzflachenmatrix fur TE-Eeld

1 1
ok fok (285)
whipty  Wiiglo
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Randbedingungen:
lim 512 = 0 erfillt wenn o; >0
T—r—00
lim Ey = 0 erflllt wenn oy >0
T—r—00
lim Eyp = 0 wenn oy > 0 nicht erflllbar— Eq = 0 (286)
T——00
Anwendung
Ell E21
D = [Dag] - 287
v ()], e (8], e
<_>
E. . E
( o ) = [Dog) " [D1g] ( . ) (288)
22 /|y 12 /[y
[D21E]
Kox
1 W2t - -1 ! !
[D21E] - [DQE]_ [DlE]: 2 W%QQMO klx klx
—4hvox X -
_wmﬂo ! HHo o
k:QX klx k:QX klx
_ Whallo Whaflo  WHifo — WHafo  WH1Ho
—2]{}2X . kQX 1x i kQX i 1x
WHalo  WH1Ho WHafto W10
_ L 1 +721E
to1g \ TT21E 1
mit
k2x klx
w w
To1g = Z;Mo /]:11/10 = —T12E
Whafto  WH1Ho
k:QX
2
W
logg = 1+7rag = 2 MQ'uOk (289)
1x + 2x
WHifo  WH2fo

9.4 TM-Wellen an der Grenzflache zwischen unterschiedlichelitfahigen Me-

dien

Die Berechnung erfolgt analog zur obiger Herleitung mit demsatz fir die magnetische Feldstarke
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H=H-exp{i (wt—kor)}é, . (290)

Aus den Stetigkeitsbedingungen resultiert allgemein den@&lachenmatrix fur TM-Felder

1 1

[Du] = ok  dok (291)

wWEeEY — 10 weey — 10

und damit

Hyy Hy,
Dl - =D 292
o (42, - (82)], =

_ -1 _ 1 1 T21H
Doy = [Don] ™ - [Din] = — (293)
torg \ 2w 1

Prinzipiell kann also der gleiche Formalismus fur TE- und-TWellen verwendet werden. Im Fol-
genden werden daher nur noch Beispielhaft TE- Wellen betieacDie Resultate kénnen einfach auf
TM- Wellen Ubertragen werden.

Der Zusammenhang zwischen den Feldern an der Grenzflacthewich dig D]- Matrizen beschrie-
ben. Der entsprechende Zusammenhang zwischen den FeldeweaOrten innerhalb der Schicht
fehlt.

ry =71 + do - € (294)
Ey = Ey{x}-exp{i|wt —ky o (F— )]} &
= EQl{Jfl} . exp{—ik21 o) (’FQ — Fl)} . eXp{i [wt — ]{]21 @) (F— FQ)]}
= Eor{xs} exp{i [koy o (7" —7%) — wit]} (295)

mit

Ezl{]ﬂ'z} = EQl{Jfl} . exp{—i/;m (¢] (FQ — Fl)} = E21{$U1} . exp{—i/%l e} d2 6_;(}
= Eo{z1} exp{—ikaids} (296)

E22 = EQQ{?El} . exp{i [wt — k?gg(??— 7?1)]}
= En{m} - exp{—ikna(F — 1)} - exp{i [wt — Fp(F — )]} (297)

Eao{z2}
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EQQ{?EQ} = EQQ{ZL’l} . exp{—ilggg O dg gx} = EQQ{I‘} . exp{+ik:22x dg} (298)
E21 exp{—ikgx dz} 0 E21
= . 299
( E22 ) Xo ( 0 eXp{+Z/€2X dg} E22 - ( )
[Pa{d2}]
Die Matrix
[ exp{—ik-d} 0
[P] = ( 0 exp{+ik -d} (300)

gibt also den gesuchten Zusammenhang zwischen den Fkéistar Abstandi.

Damit lasst sich der gesamte Einfluss des Schichtstapetbeab€ldstarken durch Matrizen beschrei-

pen
i () (2 - ()],
()] = wr (5], 02

_
(Fn )| = iy -l ()| @09

Der Ausdruck Ds] - [P,{ dy}] - [Do] ! steht fur Matrix den Einfluss der Schicht 2. Weitere Schichte
sind vorstellbar. Dann resultiert fil¥ = Schichten mitV — 1 Grenzflachen

B
B

N-1

= [Dy] ! [H = [Du] + [Pu] {dn} - [Dm]_ll [D4] ( gi )

m=2

(304)

XN—1
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10 Wellen in Wellenleitern

/ .

Bild 25: Wellenleiter mit allgemeinem konstanten Querschnitt. Bahse des Wellenleiters wird
Ublicherweise irt— Richtung orientiert.

Ein Wellenleiter wird dadurch gekennzeichnet, dass siah @eerschnitt entlang der Achse nicht
andert. Die Ubliche Wahl fur ein Koordinatensystem ist sssddie Wellenleiterachse tARichtung
zeigt. Wegen der Translationssymmetrie werden fur harsobwe Wellen folgende Ansatze zur L6-
sung der Telegraphengleichung gewahlt:

é{x, y} - exp{i(wt — k,-2)} (305)
I?[{:c, y} - exp{i(wt —k,-2)} (306)

sl o311
I I

Einsetzen in Telegraphengleichung ergibt

”? = 0 = -

57 E+ 05 E + (Wppoeso — iwppoo — k) E = 0 (307)
0? - S .
53 H+ 0 H + (WPppocey — iwppgo —k2) H = 0. (308)

Zur Abkurzung wird der transversale Phasenparameter



ki = Wl ppocey — iwppg o — k2

V4

91

(309)

eingefiihrt. Eine Betrachtung vdi und £ in den Maxwell-Gleichungen ergibt unter der Vorausset-

zung, dass keine freien Strome vorliegen

N B
VXxH=—D+ jomm
It + Jon
und in linearen Medien

—

V x H = (—iweeg +0) E .

Komponentenweiser Vergleich:

0
B H,+ ik, -Hy, = (iweeg + o) Ex
Y

0
—— H, — ik, -Hy, = (iweeg + 0) E

Ox Y
0 0
a_xHy_a_yHX: (Z.CUSSQ‘FO')EZ.
Genauso fir Vx E= -2 B
ﬁ E,—ik,-E, = —iw H
ay z z y — Hofbo 11
g E,+ ik, E ) H
—— E, + ik, - E, = —iw
6:[' ILLMO y
0 0
— b, —— E, = —1 H,
or y ay W o

(310)

(311)

(312)

(313)

(314)

(315)

(316)

(317)

Es soll versucht werden, diese sechs Differentialgleigearmdglichst weit zusammen zufassen. Bei
der Unterscheidung nach TE- und TM-Wellen (beztiglich deliéteiterachse) spielt-Komponenten

der Felder eine wesentliche Rolle. Zur Isolierung wird

(312 mit (—iwppo) multipliziert und anschlieBen®{6) eingesetzt.

(Wppogeo — iwppoo) By =

, 0
= Wk 5 H,

: 0 . 0
—zwu,uoa—y H, + zkz(—%

.0
_Ilkz'a_x

E, — ik, - E)

E,+k2E,. (318)
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Nach umstellen resultiert

0
2 o . .
k, Ex = —iwpg ay H, — ik, - pp E,. (319)
Genauso
(313) - (—iwppo) A (315) =k By, = iw Doy i, L p (320)
o : p Loy = Wl oz ° z By z
(315) - (+iweeg + o) A (313) : k2 Hy = (iweeg + a)g E, + ik 9 H. (321)
P X ay Z Z ax Z
: 9 , 0 0
(316) - (+iweeg + o) A (313) = ky Hy = —(iweeo + 0)6_ E, +ik, i H, (322)
Z Y

— Wenn E, und H, bekannt sind, kénnen alle anderen Komponenten berechridemeDie
Unterscheidung nach Polarisation beziiglich der Wellemachse {-Achse) ist wie folgt definiert

TE = Eoé =E, =0 H,#0
™ H,=0 E,#0 (323)
TEM H,=0 E,=0

10.1 TE-polarisierte Wellen

Die Gleichungen lassen sich nur erftllen fa‘.ﬁr;é 0.Mit E, =0

__iw d _ ik, 0
B, =~ 2 H, H. =% & H,
iw 0 ik, O
Ey:Jr%%HZ Hy:@a_sz
10.2 TM-polarisierte Wellen
Auch hier musski £ 0 erflllt sein. Mit H, = 0:
_ ik, O _ H4iweeg+o 0O
B =% 2 E, Hy = *sgte LB,
ik, O _ ) o 0
Ey:_?a_yEZ Hy_-%%EZ
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10.3 TEM-polarisierte Wellen

Die Gleichungen sind nur foz = 0 erflllbar. Dann resultiert wegehl, = 0 und H, = 0 aus 312

und 313

_ ik, _ Kk
By = iweeg+o Hy Hy = WO Ey
oder aus§15) und (316
_ ik, _ —ky
Ey T iweeoto Hy Hy T wpso By
Fir alle Polarisationen gilt:
EoH=0 (324)

Speziell fur TEM-Wellen resultiert zusatzlich auslé) bzw. (317)

VoE=0 VoH=0 (325)

das heif3t, sowoht' als auchH sind quellenfrei, was keine Voraussetzung war. Umgekedatebtet
das, dass TEM Wellen nur in quellfreien Gebieten vorkomniamien.

10.4 Wellenleiter mit idealer metallischer Berandung
Aus den Metallwdnden mul3 die Stetigkeitsbedingung

(T x E)xii=0 (326)

erfullt sein.

Allgemein kann jedes Feld in der Form

St

(
(

Sy
Sy

T

= (
= (

)
)

E)x it (327)

+ (7 x
+ (M x H) x (328)

O
O

T
i
3!
3!
3!

geschrieben werdett; und H stehen in Wellenleitern senkrecht aufeinander, also

EoH=(foE)foH)+[(@xE)xflo[(iixH)x@=0. (329)
0

Es muss also gelten
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ioE=0 oder foH=0. (330)

In Wellenleiter mit idealen Metallwanden muss eine der eeitlormalkomponenten vah oder H
auf den Rand verschwinden.

10.5 Rechteckhohleiter

» X
/ a

Bild 26: Rechteckhohlleiter.

E, oder H, mussen bestimmt werden. Es gilt die Wellengleichung (Talggengleichung).

TE-polarisierte Wellen:

, 2 O
Ax E)xii= ir x=0,z2=a,y=0,y=
nx E 0 f 0 0 b (332)

Mit dem aus der Orthogonalentwicklung bekannten Ansatz

H, = (Am - COS {mw-g} + B,, - sin {mw . 2}) (Cg © COS {KW%} + D, - sin {KW%}) (333)
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ergibt sich

o _iwu,uo E—W (Am . COos {mﬂz} + B,, - sin {mwz}> (—Cg sin {Eﬂ%} + Dy cos {Eﬂ%}) .

k2 b a a
(334)
Einige Entwicklungskoeffizienten werden aus den Randlggatigen bestimmt:
E,=0 fir y=0Ay=b = D,=0 (335)
E,=0 fur z=0Az=a = B,=0 (336)
By = —LHIOMT 4 sin {mwf} + B, - Cycos {e#} . (337)
k% a a b
Far nicht verschwindendes Feld muss zusatzlick 0 oder? # 0 gefordert werden.
Zusammenfassen mif,,,, = A,,, - Cy
H, = Hy,, cos {mﬂz} © COS {EW%} . (338)
a
Das elektrische und magnetische Feld lautet somit
. R +T%T cos {mw%} - sin {Ew%y} »
Frg = Hyp, | e sin {mwg} -cos {er¥} | exp {i(wt —k,-2)} (339)
P
ky | mm

T sin {mr2} cos {mm¥
Hrp = Hp - | —it% - cos{mnZ} -sin{{r¥} | exp{i(wt—Fk,-2)} . (340)
P

coS {mw%} coS {&r%}

Die Bestimmung vork, erfolgt mit der Dispersionsrelation:

1\? 1\?
— (mwa) — (ﬁﬂg) — k2 + wippocso — iwppoo = 0 (341)
2 2 : 1\’ Lo
k= wpoeeq — Wi — mr— | - (Eﬂg) (342)

Die Phasengeschwindigkei, = c,, - €, ergibt sich zu



96 10 WELLEN IN WELLENLEITERN

L w w
on = k, 2 ; 1\2 12
W2 LEEY — TW Lo T — (mﬁa) — (67?5)
1 1
= : (343)
vV HHoEED . (mw%)zf(fﬂ'%)2
1= Yoeso — T wPppoeso

In einen idealen Dielektrikunjo = 0) ergibt sich verlustfreie Ausbreitung nur, weaf j1ji0egy >
——

(n/co)?
(mw%)z + (Ew%)z erfillt ist. Somit muss

—  wr> (%)2 . [(mﬂ%Q) + (EW%) 2] = Wgm/,fm (344)

erfullt sein. Dies bedeutet, dass verlustfreie Welleneiting in einen idealen Rechteckhohlleiter fir
eine Kombinationn, ¢ nur mdglich ist, wenn die Betriebsfrequesnaz2r grof3er als die zugehdrige
Grenzfrequenzy, /27 ist.

Zu jeder Kombinationn, ¢ gehort eine charakteristische Verteilung der Feldstatkegn Form sich
in z-Richtung nicht verandert. Man spricht in diesem Zusamraagtauch von Moden. Moden, deren
Grenzfrequenz hoher als die Betriebsfrequenz liegt, havan die gleiche Feldstarkeverteilung, ihre
Ausbreitungskonstante, wird aber auf Grund der Dispersionsrelation rein imagibés heifl3t, sie
klingen in Ausbreitungsrichtung ab. Nach kurzer Laufzstiihr Beitrag zum Gesamtfeld vernachlas-
sigbar. Man spricht dann von nicht ausbreitungsfahigeridfvédzw. Moden.

TM-polarisierte Wellen:
ArE,+k E, =0 (345)
Wie oben wird Produktansatz
— E,= (Am - sin {mwg} + B,, - cos {mw%}) (Cg sin {Eﬂ%} + D, cos {EW%}) (346)

gewahlt. Aus den Randbedingungen folgt wiedgr = 0, D, = 0, und es ergeben sich letztlich die
Feldstarken.

Im Gegensatz zu den TE-WEIllen muss hiee£ 0 und? # 0 geférdert werden.

’,;5 " cos {mﬁf} sin {&r%}
E=FEpy,- | 55 sin {mr%} cos {{rl} exp {i(wt — k,-2)} (347)
sin {mw%} sin {Eﬂ%}
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Cph A

>

Y
o
B i it

gr

Bild 27: Phasengeschwindigkeit geftihrter Wellen in einem Rechigdleiter.

- : 2 sin {mm} cos {{rl}
H = FEu, - W;% % Ccos {mﬁof} sin {Eﬂb%} exp {i(k, -z —wt)} . (348)
p

Aus den Dispersionsrelation resultieren die gleichen @&requenzen fur Ausbreitungsfahige Mo-
den wie oben. Wird wie ublicla > b gesetzt kann die Grol3e der Grenzfrequenzen gegeneinander
abgeschatzt werden. Wegen der Bedingungem amd/ ergibt sich folgendes Bild:

m|¢| TE | TM
110 Wg10
{11 Wg01
1)1 weir | w1
— zunachstist dieTE;;, — Mode ausbreitungsfahig, dann die
TE;y — Mode und danach
.. TE;; ATM;; — Mode (349)

TEM-polarisierte Wellen
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VOE = 0:>E:_V¢61:>A¢el:0
VOﬁ = 0 :>F[:_v¢magn :>A¢magn:0 (350)

Auf dem gesamten Rand igtconst. (wegem o E=0bzw.Hofi = 0)

Wegen der Eindeutigkeit der LOsung gilt dann auch im gesaR&im¢ = const. =—-

=,

—0 ; d=o0 (351)

— es existiert keine TEM-Welle im Rechteckhohlleiter
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