Gedampfte Schwingung mit periodis-
cher duferer Kraft: Eine Masse m sei

Sch d ‘
an einer elastischen Feder mit der Federkon- s Kreuzkopf
stanten k aufgehdngt und starr mit einem Schilen
. , e . . . cluene._\
in einer Fliissigkeit eingetauchten Dimp-

F(t)
fungskolben verbunden.

Wird die Feder durch eine von auBen
angreifende periodische Kraft FF = F -
cos at ausgelenkt, so beschreibt das System
eine Weganderung in Abhangigkeit von der m
Zeit, die dem Kurvenbild einer gedimpften
Schwingung entspricht. Bei einer Abwirts-

bewegung der Masse tritt eine nach oben - T-"‘::""..";'E
gerichtete Federkraft auf, die proportional L T -t n
der Auslenkung ist Olbad
Veranschaulichung eines gedimpften Systems
Iy = —kz, mit periodischer duBerer f(nft. P

und auBerdem eine geschwindigkeitsproportionale Reibungs— bzw. Déamplungskraft,
die proportional zu 7 ist:

F, = —Bi.

Zusammen mit der periodischen duBeren Kraft F(t) = F,cosat ergibt sich damit
folgende Differentialgleichung fiir dieses System:

m%z—f = —kz — Sz + Fycos at, (23.17)
oder etwas umgeschrieben
i +27% + w'z = fycosat (23.18)

mit den Abkiirzungen:
k F
=L sk LB
m m m

Diese Differentialgleichung ist inhomogen (es taucht ein von z unabhingiger Term,
namlich focosat, in der Differentialgleichung auf) und beschreibt eine gedampfte,
erzwungene Schwingung. Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialglei-
chung setzt sich aus der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung und
der speziellen Lésung der inhomogenen Differentialgleichung zusammen, so da8 die
allgemeine Losung die Form

2(t) = zo(t) + Az (t) + Bas(t) | (23.19)

hat. Damit enthilt die allgemeine Losung wieder zwei freie Konstanten A und B,

die zur Erfiillung der Anfangsbedingungen (Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit)
notwendig sind.



Fiir diese drei Losungsansitze gelten die Differentialgleichungen

focos at, (23.20)
0. (23.21)
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Diese Gleichungen folgen direkt aus der Bedeutung (Definition) der verschiedenen
Losungen: zo(t) soll die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung sein,
was durch (23.20) ausgedriickt wird, wihrend z,2(¢) Losung der homogenen Differen-
tialgleichung (23.21) sein sollen.

Um die spezielle Losung zo(t) zu finden, iiberlegen wir folgendes:

Nach Beendigung des Einschwingungsvorganges wird die Masse m mit der Frequenz
a der einwirkenden Kraft schwingen. Als Lésungsansatz fiir die spezielle Losung
versuchen wir deshalb

zo(t) = Cy cos at + Cysin at.
Setzen wir diesen Ansatz in Gleichung (23.20) ein, so folgt

focosat =
—a®(Cysin at + C cos at) + 27(Cra cos at — Cra sin at)
+w2(Cg sin al + C, cos at)

Durch Zusammenfassen und Umordnen ergibt sich:

sin at (—a®Cy — 27aCy + w?C3) + cos at (—Cra? + 2yaC; + Cyw?) = focos at.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt, da sin und cos linear unabhangig sind:

Ci(2ya) + Ca(a® — w?) 0,
Ci(=1)(a® = w?) + C3(270) fo!

I

Daraus folgt fiir C; und C,

e —(a? —w?)fy
47%a? + (a? — w?)?’
@il fo2ya

4% + (a? — )

Setzen wir die gefundenen Werte fiir Cy und C; in den Lésun

; : sansatz ein, so ergibt
sich als spezielle Losung: i i

2

Iu(t) = fo| - il cos at + L i
(a? = w?)? 4 44202 (ari _ wg)g n 47202 sinat|,

A B

N




oder, umgeschrieben, erhalt man mit

Acosat + Bsinat = V A +B cos(at — ),

; B
ang = —.
L
472a? + (a2 — w?)?
l‘o(t) = f0¢ (az _wz)z + 47202)2 COS(Q’t - CP)!
rolt) = L cos(at — ),

V(@2 —w?)? 1 4722

tanp =

~2va

o? — o2

Da die Ldsungen der homogenen Differentialgleichung (23.21) im Fall schwacher

Démpfung z,(t) = e~ sin Q¢ und z2(t) = e cos N sind, ergibt sich als vollstandige
Lésung der Differentialgleichung:

-'-':(t) — fO
\/(02 — w2)2 + 4']’202

fo
\/(02 — w2)2 + 4,],20:2

cos(at — @) + e " (Asin Ot + B cos Q)

cos(at — ¢) + De™ cos(t — 9) (23.22)

mit D? = A2 4 B2 02 — 2 —%% und ¥ = arctan 5

K“

Die graphische Darstellung der Bewegung (4) des schwachgedimpften Oszillators mit periodischer duBerer
Kraft,



Wie auch immer die Anfangsbedingungen lauten, bleibt bei von Null verschiedener
Dampfung (y > 0) nach hinreichend langer Zeit nur noch der erste Term, die spe-
zielle Losung der Differentialgleichung z¢(¢) tibrig. Der zweite Term in (23.22), der
proportional e~ abklingt, hangt von den Konstanten A, B ab, die durch die An-
fangsbedingungen festgelegt werden. Dieser zweite Term beschreibt daher offenbar
den Einschwingvorgang, der nach einiger Zeit , vergessen“ ist.

Fiir die spezielle Anregungsfrequenz
o = y/w? — 292 (y Halbwertsresonanzbreite)

wird eine maximale Auslenkung crreicht.
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Die Amplitude der erzwungenen gedimpften Schwingung  Die Phasenverschiebung des Oszillators gegeniiber der er-
regenden Schwingung in Abhidngigkeit von der Erregungs-

frequenz a, also Darstellung von ¢ = narctan;}'_‘fj.
als Funktion der Erregerfrequenz a.

Die Amplitude der erzwungenen gedimpften Schwingung (23.22) ist in Abhéngigkeit

von der erzwungenen Frequenz o« bei verschiedener Dampfung in der obigen Figur
dargestellt. Bei der Eigenfrequenz w des Oszillators resoniert das System (man sagt,
es liegt eine Resonanz vor). Im Fall ohne Dimpfung (v = 0) wird im Resonanzfall
die Amplitude unendlich groff (die Feder springt auscinander (Resonanzkalastrophe)).
Im Fall sehr starker Ddmpfung ist die Resonanz kaum zu bemerken.

Die dazugehérige Phase der Schwingung ist ebenfalls fiir verschiedene Dampfungen in
der unteren Figur gezeigt. Bei sehr niedriger Frequenz o (@ <« w) der erzwingenden
Kraft ist die Phasenverschiebung ¢ zwischen Kraft und Massenbewegung Null. Bei
sehr hoher Frequenz (o >> w) ist die entsprechende Phasenverschiebung 180°. Beides
ist plausibel.



