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Kapitel 1

Anzahlprobleme

1.1 Grundprobleme der Kombinatorik

Die Kombinatorik ist die Wissenschaft der Anordnungen und Konfigurationen. In diesem Abschnitt
wollen wir zwei Grundprobleme erértern: das Existenzproblem und das Anzahlproblem.

Wir beginnen mit einem Existenzproblem, dem Eulerschen Offiziersproblem (1782), einem der éltesten
und beriihmtesten Probleme der Kombinatorik:

Aus jedem von sechs Regimenten kommen sechs Offiziere, so dafl von jedem Regiment jeder von sechs
Dienstréngen genau einmal vertreten ist. Diese 36 Offiziere sollen so in einem Quadrat antreten, dafl in
jeder Zeile und in jeder Spalte sowohl jedes Regiment als auch jeder Dienstrang genau einmal vertreten
ist.

Zur Untersuchung dieses Problems numerieren wir sowohl die Regimente als auch die Dienstrange mit
1 bis 6. Dann betrachten wir zwei Matrizen A = (a;;)1<i j<¢ und B = (b;j)1<i j<6. Die i- te Zeile und
j- te Spalte von A enthalte die Regimentsnummer, die i- te Zeile und j- te Spalte von B die Nummer
des Dienstranges des dort stehenden Offiziers.

Hat das Eulersche Offiziersproblem eine Losung, so sind die Matrizen A und B sogenannte
lateinische Quadrate. In jeder Zeile und in jeder Spalte von A und B kommt jede der Zahlen 1, ...,6 ge-
nau einmal vor. Auflerdem sind A und B orthogonale lateinische Quadrate. Unter den Paaren (a;j, b;;)
kommt jedes der Paare (1,1),(1,2),...,(6,6) genau einmal vor.

Wie schon Euler 1782 vermutete gibt es kein Paar von orthogonalen lateinischen Quadraten der Ord-
nung 6, und das Eulersche Offiziersproblem ist damit unlésbar. Dies konnte jedoch erst 1900 gezeigt
werden. Im Jahre 1960 konnte schliefilich gezeigt werden, dafl es fiir jedes m # 2,6 ein Paar orthogo-
naler lateinischer Quadrate der Ordnung m gibt.

Fiir m = 3 haben wir zum Beispiel

1 2 3 1 2 3
A=12 3 1|, B=1[3 1 2
3 1 2 2 31
Zum Abschlufl dieser Einfiihrung wollen wir ein typisches Beispiel eines Anzahlproblems geben:

Beispiel 1.1.1. Eine ID- Nummer (Identifikationsnummer) bestehe aus einer Folge von drei Buch-
staben, die aus dem Alphabet A,...,Z mit 26 Buchstaben entnommen werden und einer Folge von



fiinf Ziffern, die der Menge {1,...,9} entnommen werden. Wieviele Méglichkeiten gibt es, wenn fiir
die Buchstaben Wiederholungen zuléssig sind, fiir die Ziffern aber nicht?

Losung;:
Wir konstruieren die ID- Nummer in einer Folge von Schritten:

1. Schritt Wahl des 1. Buchstabens: 26 Moglichkeiten
2. Schritt Wahl des 2. Buchstabens: 26 Moglichkeiten
3. Schritt  Wahl des 3. Buchstabens: 26 Moglichkeiten
4. Schritt Wahl der 1. Ziffer: 9 Moglichkeiten
5. Schritt  Wahl der 2. Ziffer: 8 Moglichkeiten
6. Schritt Wahl der 3. Ziffer: 7 Moglichkeiten
7. Schritt  Wahl der 4. Ziffer: 6 Moglichkeiten
8. Schritt Wahl der 5. Ziffer: 5 Moglichkeiten

Gesamtzahl: 263-9-8-7-6 -5 Moglichkeiten.

1.2 Grundlegende Anzahlprobleme

Definition 1.2.1. Es seien Aj,..., A, Mengen. Unter dem kartesischen Produkt A; x ... x A, der
Mengen A; versteht man die Menge aller r- tupel (aq,...,a,), bei der die ,i- te Komponente“ a; der
Menge A; entnommen wird:

A1X...XA7~:{(G1,...,CLT): aiGAi, 1§’i§’r‘}.

Satz 1.2.2. FEs gilt:

(i) Es seien Ay, ..., A, endliche Mengen mit |A;| = n;.
Dann ist |A1 X ... X Al =mn1-...onp (= A1] - JA).

(i) Gilt AN A; =0 firi#j, soist |AiU...UA| = A +...+ A

Beweis. (i) Wir konstruieren das r- tupel (ay,...,a,) in einer Folge von Schritten:

1. Schritt Wahl von a1: nq Moglichkeiten
2. Schritt  Wahl von as:  no Moglichkeiten

r. Schritt  Wahl von a,: n, Moglichkeiten

Gesamtzahl: ny - ... - n, Moglichkeiten

(ii) ohne Beweis.

O]

Bemerkung 1.2.3. Ein wichtiger Spezialfall von Satz 1.2.2 bildet der Fall, in dem alle Mengen A;
identisch sind: 4; =...= A, = A.

Die Anzahl geordneter Kombinationen von r Elementen einer Menge A mit n Elementen mit zugelas-
sener Wiederholung ist n".

Definition 1.2.4. Es sei A eine Menge. Eine Folge von r verschiedenen Elementen von A heifit
r- Permutation von A.




Satz 1.2.5. Es sei |[A| =n und r <n.
Die Anzahl der r- Permutationen von A istn-(n—1)-...-(n—r+1).

Beweis. Wir konstruieren die r- Permutation in einer Folge von Schritten:

1. Schritt Wahl des 1. Elements: n Moglichkeiten
2. Schritt  Wahl des 2. Elements: n — 1 Moglichkeiten

r. Schritt  Wahl des r. Elements: n —r 4+ 1 Moglichkeiten
Gesamtzahl: n- (n —1)-...- (n —r + 1) Moglichkeiten O

FEin wichtiger Spezialfall von Satz 1.2.5 ist der Fall n = r:

Definition 1.2.6. Eine bijektive Abbildung einer Menge A auf sich selbst heifit Permutation von 4.

Definition 1.2.7. Es sel n € N. Unter der Fakultidt von n verstehen wir: n! =1-2-...-n.

Satz 1.2.8. Es sei |A| = n. Die Anzahl der Permutationen von A ist nl.
Beweis. Dies ergibt sich als Spezialfall » = n des Satzes 1.2.5. O

Wir betrachten nun die Situation, dafl die Menge der zu permutierenden Elemente aus Gruppen nicht
unterschiedbarer Elemente besteht.

Beispiel 1.2.9. Wieviele Moglichkeiten gibt es, das Wort ,,Mississippi“ zu permutieren?

Losung: Die Menge der elf Buchstaben des Wortes zerféllt in Gruppen von vier nicht unterschiedbaren
Buchstaben: vier Buchstaben i, vier Buchstaben s, zwei Buchstaben p und einem Buchstaben m.
Wir machen die Buchstaben durch Numerierung unterscheidbar. Eine mégliche Permutation ist dann
z.B.: io 83 m1 i1 81 S4 S2 i3 P2 i4 p1. Die Anzahl dieser Permutationen ist 11!

Zu jeder dieser Permutationen gehoren 4!-4!-2!-1! Permutationen, die nach Entfernung der Nummern

11!
dasselbe Wort ergeben. Die Gesamtzahl ist daher ————.
4-41. 211!
Satz 1.2.10. Es sei A eine Menge mit |A| = n, die aus Gruppen der Grifien ny,...,n, von unun-
terscheidbaren Elementen besteht. |
Die Anzahl der Permutationen von A ist v .
ny!-...-n,!

Definition 1.2.11. Es sei A eine endliche Menge mit |A| = n; es sei » € N. Eine r- elementige
Teilmenge von A heifit 7- Kombination von A.

Satz 1.2.12. Fir eine endliche Menge A mit |A| =n, r € N gilt: Die Anzahl der r- Kombinationen

. n
von A ist (k:)

Beweis. Wir betrachten die Abbildung f : (mq,...,m;) = {mq,...,m,}, die jeder r- Permutation
von A, die Menge der in der r- Permutation vorkommenden Elemente zuordnet. Da die Elemente
von {myq,...,m,} auf r! verschiedene Weisen angeordnet werden kénnen, gibt es r! der r- Permuta-
tionen, die von f auf eine feste Menge {mj,..., m,} abgebildet werden. Daher ist die Anzahl der r-
Permutationen eben 7! mal der Anzahl der - Kombinationen. Diese Anzahl ist nach Satz 1.2.5 gleich
n-(n—1)-...-(n—r+1). O




Definition 1.2.13. Es sei A eine endliche Menge, » € N. Ein r- tupel von Elementen aus A
ohne Anordnung heiflt r- Auswahl von A.

Satz 1.2.14. Es seien n,r € N und A eine endliche Menge mit |A| = n.

Die Anzahl der r- Auswahlen von A ist <n T 1) = (n Tr I 1>.
T n—

Beweis. Es sei O.B.d.A. A={1,2,...,n}.

In den r- Auswahlen von A ordnen wir die Elemente der Gréfle nach und vergréfiern die Folge, indem
wir jedes der Elemente 1,2,...,n einmal hinzufiigen. Zum Beispiel wird die 4- Auswahl 2 3 3 5 der
Menge A = {1,2,...,6} zu der Folge 1 223334556 der Liange 4 + 6 = 10 vergroBert. Die Anzahl
der r- Auswahlen von A ist somit gleich der Anzahl der Folgen von Elementen von A der Linge n+r,
die der Grofle nach geordnet sind und in der jedes der Elemente 1,2,...,n von A mindestens einmal
vorkommt. Eine solche Folge kann auf die folgende Weise konstruiert werden: wir geben uns n + r
leere Zellen vor und setzen in die n 4+ r — 1 Zwischenrdume n — 1 Trennungsstriche. Vor den ersten
Trennungsstrich schreiben wir Einsen, zwischen den ersten und den zweiten Zweien,. .., hinter dem
n — 1- ten die Zahl n in der passenden Vielfachheit.

Die obige Folge 1223334555 6 wird zum Beispiel erhalten, indem Trennungsstriche in den ersten,
dritten, sechsten, siebten und zehnten Zwischenrdumen gesetzt werden.

Die Anzahl der Moglichkeiten, die Trennungsstriche zu setzen, ist (n ;Li_ " I 1>.

Damit ist Satz 1.2.14 bewiesen. O

Das Problem der r- Auswahlen kann auch in anderer Gestalt auftreten:

Beispiel 1.2.15. Bestimme die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen von
1+ x9+ a3+ x4+ 275 =45 (*)

Losung;:
Wir definieren eine Bijektion zwischen der Menge der Lésungen von (x) und der Menge der 45-
Auswahlen von {1,...,5} wie folgt:

Kommt die Zahl i € {1,...,5} in der 45- Auswahl z;- mal vor, so ordnen wir dieser 45- Auswahl das
5- tupels (z1,z2,...,z5).

. Lo . 49 49
Beide Mengen haben gleichviele Elemente: nach Satz 1.2.14 sind es <45> = < 4 >

1.3 Das Einschluf3- Ausschluf3- Prinzip

Beispiel 1.3.1. Von einer Gruppe von 30 Studenten sprechen 20 englisch, 15 franzosisch und elf
spanisch. Dabei sprechen zehn englisch und franzosisch, sechs englisch und spanisch, fiinf franzosisch
und spanisch und zwei Studenten sprechen alle drei Fremdsprachen.

Wie viele Studenten gibt es, die keine dieser drei Fremdsprachen sprechen?

Losung;:

Wir haben eine Menge M, die Menge der Studenten, und drei Teilmengen M, die Menge der englisch
sprechenden Studenten, Ms, die Menge der franzosisisch sprechenden Studenten und Ms, die Men-
ge der spanisch sprechenden Studenten, vorliegen. Die Méchtigkeiten von M, den Teilmengen M,,
v = 1,2,3, und sdmtlicher Durchschnitte sind bekannt. Gesucht ist die Anzahl der Studenten, die
keiner der Teilmengen angehoren.



1. Schritt: Wir finden M| — | M| — |Mz| — |M3| = —16. In diesem Ausdruck werden alle Studenten,
die keiner oder einer der drei Teilmengen angehoren, korrekt gezéhlt, ndmlich mit Gewicht 0 oder 1.
Hingegen werden die Studenten, die zwei Mengen angehoren, mit Gewicht -1, und diejenigen, die allen
drei Teilmengen angehtren mit Gewicht -2 gezéhlt.

2. Schritt: In (M| — M| — [Ma] — [IM3| + M1 N Ma| + M1 N Ms| + | Mz N Ms3| werden nun alle
Studenten, die hochstens zwei Teilmengen angehoren, korrekt gezéhlt.

Die korrekte Anzahl ergibt sich schlielich als | M| — |[My| — |[Ma| — | M3| + M1 N M|+ |MiNMs|+
|IMo N Ms| — | My N Mo Ms|.

In diesem Fall sind es drei Studenten, die keine der drei Fremdsprachen sprechen.

Gegeben sei eine endliche Menge M sowie k Teilmengen M, C M fir v = 1,...,k und eine
Gewichtsfunktion w: M — C.

Wir setzen
Mywr = My o.M, fiir 1 <wvy,...,v <k,
wl/lw-»l’r = Z w(a)’
aEMyl ,,,,, vr

W(T) = Z Wy ... .vps

1< <...<v-<k

E, = {aeM|ae M, genau r — mal},
E(r) = ) wa)
ackE,
E(0) = > w(a).
aeM

ag¢ My, Yv=1,.. .k

Satz 1.3.2. (Einschluf$- Ausschluf- Prinzip)
Fiir 0 <r <k haben wir

B =30 (2)wee ()
Korollar 1.3.3. Es gilt:
k
(i) B(0) =Y (=1)*W(s)
s=0

k
(i) (M\US M| = M= M+ (=15 Y Moy o+ (SR M.
v=1

b
1< <. <ws<k

Fiir den Beweis benotigen wir:

i arf[S\[1 0, falls t>r
Z(il) <1~) <5> - { 1, falls t=r.

S=Tr

Lemma 1.3.4.

Beweis. Nach dem Binomischen Lehrsatz haben wir

f@) = (142 =3 (0)



Anschlieende - malige Differentiation ergibt:

: t L8\ [t
ff@)y=t-(t=1)...-(t—r+1)-(1+2) " = ; s-(s=1)-...-(s—r+1) (s>:175_7” =rl Z <'r) <S>xs_r.
Einsetzen von x = —1 ergibt die Behauptung. O
Beweis. Beweis von Satz 1.3.2
Wir betrachten die rechte Seite von (x):

k

k
Seor(we = e ¥ Y e
s=T " S=T " 1< <. <vs<kaeMyq, .. us
k s k
->e(f) LY Y e
s=r 1< < Zws <k 1=0 a€EMyy .. v
a€E);
k k s
- > Tuwyer () X
=0 a€E) S=T 1< <...<vs <k
GEMVI ,,,,, vg
k l &\ /1
- Z w(a) Z(fl)s_r <7°) (S)
=0 a€E; s=r
O
Beispiel zum Einschlufl- Ausschluf3- Prinzip:
Definition 1.3.5. Wir schreiben ~,, fiir die Menge der Permutationen von N,, = {1,2,...,n}.
Die Zahl m heifit Fixpunkt der Permutation 7 € N,,, wenn w(m) = m gilt.
Es sei F(© die Menge der fixpunktfreien Permutationen.
Bestimme |F©)|.
Losung;:
Wir betrachten die Menge F; der Permutationen mit Fixpunkt j, d.h. F; = {7 : 7(j) = j}.
Dann ist nach dem Einschluf3- Ausschluf- Prinzip
IFOl =yl = |Fil = oo = | Ful F PN Fal 4o+ [ Fui 0 F| + ... (%)

H=DP DT I FA N AF ]+ (DM FN. N Fl.

J1<.<Jk

Wir bestimmen |F; N...NFj,|:
Die Permutation = € F;, N...N Fj, ist von der Form

7T _ <. .. ’.7>1 .. ‘7>2 ... ‘Y'k: .. .>
.. jl .. ‘72 .. jk ..
Jedes 7 entspricht somit umkehrbar eindeutig einer Permutation der Menge N, — {j1,...,jx}.

Folglich ist
|Fj N NFj |l = (n—k)!



Die Anzahl der k-tupel (j1,. .., ji) ist

(W)= mmm

n!
Y F N NFl =

1< <k

und damit ist

Aus () erhalten wir

11 (—1)F (-1~
O =pl. (1= = 4+ =
| FP| = n! <1 ntog Tttt et )

Von der aus der Taylorreihe der Exponentialfunktion folgenden Reihendarstellung

n! 71_ﬁ+'”+ n!

I C (o,

n=0

sieht man, daB n!-e~! fiir groBe n eine gute Approximation fiir | F(®)| darstellt.



Kapitel 2

Erzeugende Funktionen

2.1 Gewohnliche Erzeugende Funktionen und Rekursionen

Definition 2.1.1. Es sei (a,) mit 0 < n < oo eine Folge komplexer Zahlen, x sei ein Symbol. Unter
oo

einer formalen Potenzreihe in z versteht man einen Ausdruck der Form E anx”.

n=0
oo oo

Unter der Summe zweier formaler Potenzreihen Z anx” und Z b,x" versteht man die formale Po-

[e.e] [ee]

n
tenzreihe Z(an + by,)z", unter dem Produkt die formale Potenzreihe Z <Z akbn_k> "
k=0

[e.e]

Die Reihe Z anz™ heifit auch die (gewohnliche) erzeugende Funktion der Folge (ay).

n=0
Bemerkung 2.1.2. In der Analysis wird untersucht, welche Werte Potenzreihen annehmen, wenn fiir
x spezielle (reelle oder komplexe) Zahlen eingesetzt werden. Insbesondere wird der Konvergenzbereich
untersucht. In der Definition der formalen Potenzreihen spielen Konvergenzfragen keine Rolle. Es ist

oo
moglich, daf3 Z apx” nur fiir x = 0 konvergiert. Konvergiert die Potenzreihe jedoch noch fiir andere z,

n=0
so konnen ihre analytischen Eigenschaften oft genutzt werden, um Informationen iiber das Verhalten

der Folge (a,) zu gewinnen.

Definition 2.1.3. Eine Rekursionsformel fiir die Folge (a,,) ist eine Relation der Form a,, = f,,(ag, ..., an-1)
fiir n > ng € N.
Man nennt sie r- gliedrig, falls ay = fr(ak—r,...,ax_1) fiir k > ng > r.

Es bestehen nun viele Beziehungen zwischen Anzahlproblemen, Rekursionen und Erzeugenden Funk-
tionen:

Beispiel 2.1.4. Ein ,Schachbrett“ mit n x 2 Feldern soll mit Dominos der Lénge zwei Felder und
Breite ein Feld iiberdeckt werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Losung;:

Es sei F(n) die Anzahl der Uberdeckungen. Es ist offenbar F((1) = 1 und F(2) = 2. Es sei nun n > 3.
Indem wir die Fille unterscheiden, ob das Ende des Bretts durch ein senkrechtes Domino oder mittels
zweier waagrechter Dominos iiberdeckt wird, erhalten wir die Rekursion

F(n)=F(n—-1)+ F(n—2).

10



Wenn wir F'(0) = 1 definieren, sehen wir, daf} diese Rekursion auch fiir n = 2 gilt.
Wir erhalten die Folge der Fibonacci- Zahlen, gegeben durch

F(n) = F(n—1) + F(n — 2) 2)

Zur Untersuchung dieser Folge betrachten wir die Erzeugende Reihe f(x) von F'(n):
Mit (1) und (2) erhalten wir:

:ip(n _1+x+z (n—1)+ F(n—2))z".
n=0

Es ist
iF(n— Da" =z - iF(n — 2" =z iF(n)x" —z-(f(x)—1)
Y Fn—2)a"=2") F(n-2)a"?=2"-> F(n)a" =2 f(z).
Damit ergibt sicnh: leo: - -
flx)=14+2- f(z)+2?- f(z) oder (1 —x —2?)- f(z) = 1. (3)

Damit hat die formale Potenzreihe f(x) dieselben Koeffizienten wie die fiir hinreichend kleine |z

konvergente Potenzreihe der Funktion f(z) =

1—2—a22
Wir ermitteln die Koeffizienten mittels Partialbruchzerlegung:
Die Gleichung 2% + z — 1 = 0 wird durch z = —ay = 1+‘[ und = —qo = — 1_2‘/5 gelost.
Somit ist 22 + 2 — 1= (z + 1) - (7 + az).
Der Ansatz f(z) = xfal +x+a2 ergibt A(ag —ag) = B(ag—ay) = —1, also f(x) = % (IJ:OQ — x+1a1>'
Wegen a7 - as = —1 erhalten wir

Mg

( n+l n+1) Pl

~ . 1 (05} a9 1
f(x)_\/g<1—a1:v 1—a2x> ﬁ

Il
o

n

I (CONCoN

Wir wollen im folgenden das Konzept der gewichteten Objekte besprechen, mit dem viele Félle be-
handelt werden kénnen.

Folglich ist

fir n =0,1,2,....

Definition 2.1.5. Es sei M eine Menge von Objekten. Man nennt M eine gewichtete Menge mit
Gewichtsfunktion w, wenn jedem [ € M eine nichtnegative ganze Zahl w(l) als Gewicht zugeordnet
ist und die Anzahl a,, der Objekte mit Gewicht n stets endlich ist. Dann heifit die formale Potenzreihe

Z anx" die aufzihlende Reihe von M nach dem Gewicht w.
n=0

11



Beispiel 2.1.6. In A(z) = Y_;_, (})2" ist der Koeffizient von z* die Anzahl der k- elementigen
Teilmengen von {1,...,n}. Damit ist A(z) die aufzdhlende Reihe der Menge von Teilmengen von
{1,...,n} nach ihrer Méchtigkeit.

Satz 2.1.7. Es scien A, B, C' gewichtete Mengen mit C = A x B und Gewichtsfunktionen wa,wg, wc,
und es sei wo(y) = wa(a) +wp(B), falls v = (o, B) € A X B ist.

Sind A(z), B(xz) und C(z) die aufzihlenden Reihen von A, B und C nach den Gewichten wa, wp
und we, so ist C(x) = A(z)B(x).

Beispiel 2.1.8. In einem Schrank stehen zehn 1-Kilo-, sieben 2-Kilo- und ein 10-Kilo- Gewicht. Es sei
¢n, die Anzahl der Weisen, daraus ein Gesamtgewicht von n Kilo zu kombinieren. Gib die erzeugende
Reihe von (¢p,) an.

Losung;:
Es seien A, B und C' die Mengen der Gewichte, die 1 kg, 2 kg bzw. 10 kg wiegen. Dann ist

Al@)=1+a+...+2° B@)=1+22+2'+... +2", Cz)=1+2".

Dann ist

D(z) =) dpa" = A(z)B(z)C(x).
n=0

Beispiel 2.1.9. Es sei A = {0,1} und C = A" = A x ... x A. Die Gewichtsfunktion w von A sei
—_—
n—mal
gegeben durch w(0) = 0 und w(1) = 1. Fiir ein n- tupel v = (x1,...,2,), ©; € (0,1) sei we(y) =
w(z1)+ ...+ w(zy) die Anzahl der Einsen in «. Die aufzéhlende Reihe von A ist A(z) =1+ x. Nach
Satz 2.1.7 ist damit die aufzdhlende Reihe von C' nach der Anzahl der Einsen:

Cla)=(1+2)" = zn: (Z) *.

k=0

Wir haben somit fiir unser Resultat wiederentdeckt, dafl die Anzahl der n- tupel mit k& Einsen oder
n

die Anzahl der k- elementigen Teilmengen von N,, durch den Binomialkoeffizienten ( k) gegeben ist.
Beispiel 2.1.10. In der Ebene sei ein kartesisches Koordinatensystem gegeben. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, von (0,0) nach (n,n) zu wandern, wenn nur Schritte der Liange 1 nach rechts und nach oben
zugelassen sind und der Pfad nie oberhalb der Geraden y = x verlaufen darf?

Losung;:

Es sei ¢, die Anzahl der Moglichkeiten. Offenbar ist ¢g = ¢; = 1. Jeder Pfad hat einen ersten
Riickkehrpunkt zur Diagonalen. Dieser sei der Punkt (k, k). Dieser Pfad beginnt mit einem Schritt
nach rechts und iiberquert die Linie y = x — 1 nicht, bis er (k,k — 1) erreicht. Deshalb existiert eine
Bijektion zwischen den moglichen Anfangsstiicken des Pfades und den zuldssigen Pfaden von (0,0) zu
(k— 1,k —1). Weiter existiert eine Bijektion zwischen den Endstiicken (von (k, k) nach (n,n)) und
den zuldssigen Pfaden von (0,0) nach (n — k,n — k). Die Anzahl aller zulédssiger Pfade von (0,0) nach

(n,n), die zuerst in (k, k) zur Diagonalen zuriickkehren, ist daher c;_1¢;,—k.
n

Summation iiber k£ ergibt die Rekursion ¢, = Z Ck—_1Cn—p fiir n > 1 oder
k=1

n—1

Cn = ch’cn—l—ky =1 (1)

k=0
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oo
Es sei C(z) = Z ez’ die erzeugende Reihe von (¢,). Aus (1) erhalten wir
n=0

C(x) —1=xz-C(x)2 (2)

Wir suchen eine analytische Funktion, die die Gleichung (2) erfiillt.
Die Losungsformel fiir die quadratische Gleichung ergibt:

1+£v1—-4x

Cla) = 2z

(3)

o
1/2
Mittels der binomischen Reihe erhalten wir (1 — 4z)'/? = Z ( / )(—4)"x”. Da der Koeffizient von

n
n=0

=1 in (3) gleich null sein muf, kommt nur das Minuszeichen in Frage. Wir erhalten:

C, = —1/2(;121)(—4)"“:ﬂ(—m”*lﬂwz—i):(n Zsllei-y
1=0 =0

1 I[@i-1) T2 1 1-3-5-...-(2n—1) 2-4-...-2n

n+1 n! M,i n+1 n! n!
I 2n)! 1 2n-2n—-1)-...-(n+1) 1 [2n
n+1nl-n! n4+1 n! T n+1\n

Die ¢, heiflen auch Catalan- Zahlen.

2.2 Exponentielle Erzeugende Funktionen

Wihrend die gewohnlichen Erzeugenden Funktionen dazu geeignet sind, Anzahlprobleme zu behan-
deln, die Kombinationen betreffen, bei denen es auf die Anordnung der Elemente nicht ankommt,
sind exponentielle erzeugende Funktionen bei der Behandlung von Problemen mit Anordnung von
Bedeutung.

Definition 2.2.1. Die exponentielle erzeugende Funktion (EGF) E(x) einer Folge (ay) ist E(z) =
o0 SUTL
D an
— "l

Satz 2.2.2. Fs seien A, B und C endliche Mengen von Urnen. Fir jede Urne U sei eine Menge
M(U) von nichtnegativen ganzen Zahlen gegeben. Es seien ay, by bzw. ¢ die Anzahl der Weisen, k
Objekte auf die Urnen von A, B bzw. C so zu verteilen, dafl die Zahl der Objekte in jeder Urne der
Menge M(U) angehdort.

zk

9] k 00 0o L
Es seien A(x) = Zak%, B(z) = Z by— und C(z) = ch% die EGF der Folgen (ay), (bg) bzw.
k=0 ' k=0 k=0 '

k!
(k)
Dann ist C(x) = A(x)B(x).

Beweis. Gegeben seien n Objekte. Dann sollen k& Objekte auf die Urnen von A und n — k& Objekte
auf die Urnen von B verteilt werden. Die k Objekte fiir die Urnen von A kénnen auf (Z) Weisen

13



ausgewihlt werden. Die Verteilung kann dann auf (Z)akbn_k Weisen geschehen. Daraus ergibt sich:

Cp = Z (Z) apb,—r. Es ist dann
k=0
A = (Yads ) (Su) =3 (3 et ) on -
FISNE) = U ) T Kin—k)1 )"~
k=0 k=0
[e's) n n " e’} Cn

O]

Beispiel 2.2.3. Auf wie viele Arten konnen n Objekte auf zwei Urnen verteilt werden, wenn die erste
Urne hochstens zwei Objekte und die zweite hochstens drei enthalten darf?

Losung:
Die EGF fiir die beiden Urnen ist A(z) = 142 + % und B(z) = 1 + 2 + & + Z. Die EGF fiir beide
Urnen ist also C(z) = A(z)B(z) =1+ 2z + 4% + 7@—? + 10%1 + 10%?.

Die Anzahl ¢, der Arten n Objekte zu verteilen, ist alsocg = 1, ¢; = 2,5 = 4, ¢3 = 7und ¢4 = ¢5 = 10.

Definition 2.2.4. Es sei £ € N, n € Ny. Die Stirlingzahl (der 2. Art) S(n, k) ist die Anzahl der
Weisen, n verschiedene Objekte in k£ Teilmengen aufzuteilen.

Satz 2.2.5. Es ist

S(n, k) = kl;!i(—l)i (f) (k—i)"

Beweis. Wir fassen die Teilmengen als Urnen auf. Um Satz 2.2.2 anwenden zu kdnnen, machen wir

die Urnen zun#chst durch Anbringen von Marken unterscheidbar. Die EGF fiir jede einzelne Urne ist
o0

n
Ey(x) = Z % Wir kénnen Ej(x) als analytische Potenzreihe auffassen und haben Ej(z) = e* — 1

n=1 :
fiir alle . Die EGF fiir alle k- Urnen ist dann nach Satz 2.2.2:

B) = (¢~ 1 =3 (5) et - ifj(—w(’j) (s

i=0 n=0 =0

k
Ak
Die Anzahl der Weisen, k& Objekte auf n markierte Urnen zu verteilen, ist also g (—1)2( ) (k—o)™.
i
i=0
Indem wir durch k!, die Anzahl der Anordnungen der Urnen, dividieren, erhalten wir das Ergebnis. [
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Kapitel 3

Partitionen

3.1 Partitionen

Definition 3.1.1. Eine (geordnete) Partition einer natiirlichen Zahl n ist eine Darstellung von n in
der Formn=x14+xo+...+xymit z; >0fiiri=1,...,kund 21 > 20 > ... > x}.
Es ist p(n) die Anzahl der Partitionen von n. Wir definieren p(0) = 1.

Beispiel 3.1.2. Samtliche Partitionen von n = 5 sind gegeben durch:

= 5

441

3+2

3+1+1
2+2+41
2+1+1+1

= 1+14+1+1+1

(SIS TINS B S TS S
Il

Also ist p(5) = 7.

Definition 3.1.3. Das Ferrers- Diagramm einer Partition n = x1 +... + 2, mit z; > ... > xy ist ein
Punktmuster, das aus k£ Zeilen von Punkten besteht, wobei die k- te Zeile x; Punkte enthélt.

Die zu einer Partition P von n konjugierte Partition P¢ ist diejenige Partition, deren Ferrers- Dia-
gramm man aus dem von P enthélt, indem man Zeilen und Spalten vertauscht.

Eine Partition P, die zu sich selbst konjugiert ist, heifit selbstkonjugiert.

Beispiel 3.1.4. Die Partition P von 13 sei gegeben durch: 13 = 443+ 3+ 2+ 1. Sie hat das Ferrers-
Diagramm:

8 8 8 8 8
8 8 8 8
8 8 8

Die dazu konjugierte Partition P¢ hat das Ferrers- Diagramm:
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8 8 8 8
8 8 8
8 8 8

8 8

Somit ist P¢ die Partition: 13 =5+4+ 3+ 1.
Die Partition 13 =5+ 3+ 3 + 1 + 1 ist selbstkonjugiert.

Manche Identitdt kann mittels des Konzepts der konjugierten Partition bewiesen werden.
Ein erstes Beispiel lautet:

Satz 3.1.5. Die Anzahl der Partitionen von n mit genau (bzw. héichstens) k Summanden ist gleich
der Anzahl der Partitionen von n mit gréfitem Summand k (bzw. hichstens k).

Beweis. Die Abbildung P — P¢ liefert eine Bijektion von der Menge aller Partitionen von n mit genau
k Summanden (ldngste Spalte im Ferrers- Diagramm hat die Lénge k) auf die Menge aller Partitionen
mit grofftem Summanden k (ldngste Zeile im Ferrers- Diagramm hat die Lénge k). O

Im folgenden betrachten wir nun erzeugende Funktionen fiir verschiedene Typen von Partitionen. Wir
betrachten diese als formale Potenzreihen und untersuchen die Frage, fiir welche Werte von x die
Reihen konvergieren und fiir welche nicht.

Definition 3.1.6. Wir werden verschiedentlich Folgen von formalen Potenzreihen antreffen:

oo
= E akmﬂck .
k=0

In diesen Fillen werden die Folgen ay . stets von einem Index ng(k) an konstant in n sein, d.h. fiir
alle k wird es a;, € C und ng(k) geben, so daf ay,, = aj, fur alle n > ny(k) gilt.
Dann setzen wir:

lim A, (
i, A Z "
Fiir j € N setzen wir:

(1—a9)~ Zazm

Satz 3.1.7. Die erzeugende Funktion der Partitionenfunktion ist

oo
(1—a7)"
7j=1
Beweis. Wir setzen
N N A
:H (1—a9)" H1+xﬂ+x29+...).
Der Koeffizient von 2" ist dann gleich der Anzahl der N- tupel (b1, ...,bx) mit b; € Ny mit
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Dies ist aber gleich der Anzahl der Partitionen n in Summanden < N. Dies sieht man, wenn man (1)
in der Form

N+. ...+ N+(N-D+...+(N=D+...+1+...+1=n
| —— | R —

by —mal bn_1—mal bi1—mal

schreibt.
Es ist also

= Zp(n, N)z"
n=0

mit p(n, N) = p(n) fir n < N.
Nach Definition 3.1.6 ist

pla) = lim p(z Zp

N—oo

O

Definition 3.1.8. Fiir n € N sei py(n) die Anzahl der Partitionen von n mit einer geraden Anzahl von
verschiedenen Summanden und p,(n) die Anzahl der Partitionen von n mit einer ungeraden Anzahl
verschiedener Summanden.

Es sei ¢(n) = pg(n) — pu(n) und ¢(0) = 0.

Satz 3.1.9. Die erzeugende Funktion der Folge (c(n)) ist

o0
-[la-=)
J=1

N
Beweis. Wir setzen ®(x, N) = H(l — 27). Der Koeffizient von 2™ ist dann c(n, N) = py(n, N) —
j=1
pu(n, N), wobei py(n, N) bzw. p,(n, N) die Darstellungen von n in der Form j; + ... +j = n
mit j; > ... > j; und geradem bzw. ungeradem [ sind. Da ¢(n,N) > ¢(n) fir N > n gilt, folgt

o0
limy_y00 (2, N) = ®(2), also &(z) = H(l — 27) nach Definition 3.1.6. O
j=1

Satz 3.1.10. (Eulersche Identitdt):

(1—a9) i (x(zkkk)/z 4 x(3k2+k)/2>
1 k=1

—

J

Beweis. Wir betrachten das Ferrers- Diagramm einer Partition von n in ungleiche Teile

x x z = z z C

T r T T x

T T T x

T
Die unterste Zeile des Diagramms nennen wir die Basis des Diagramms. Von dem Punkt C' in der
rechten oberen Ecke zeichnen wir die langstmdogliche Linie der Steigung 1 durch Punkte unseres Dia-
gramms (diese Linie enthélt moglicherweise nur C' als einzigen Punkt). Wir nennen diese Linie die
Schrige. Die Basis habe die Lénge b, die Schrige die Lénge s.
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Im folgenden benutzen wir die Ideen der Basis und der Schrige, um (fiir fast alle natiirlichen Zah-
len) eine Bijektion zwischen der Menge P,(n), der Partitionen von n mit einer geraden Anzahl von
verschiedenen Summanden, und der Menge P, (n), der Partitionen von n mit einer ungeraden Anzahl
verschiedener Summanden, zu konstruieren.

Fiir diese n ist dann ¢(n) = pg(n) — pu(n) = 0.

Die Bijektion wird durch Anwendung einer Operation A auf die Ferrers- Diagramme der Partitionen
erhalten.

(a) Falls b < s und falls Basis und Schrége keinen Punkt gemeinsam haben:
Entferne die Punkte der Basis und fiige deren Punkte an die Schrige an:

X x X X X X
X X X X X X X
X X X X X
=Operation A T T T X T I
X x X X
X X X X
X X

Diese Operation A ist auch noch durchfithrbar, falls Basis und Schrige einen Punkt gemeinsam
haben und b < s — 1 ist.

(b) Falls b > s und falls Basis und Schrige keinen Punkt gemeinsam haben:
Entferne die Schréige und fiige deren Punkte an die Basis an.
Die Operation A ist auch noch durchfiihrbar, falls Basis und Schrige einen Punkt gemeinsam
haben und falls b > s + 2.
Offenbar fiihrt die Operation A jede Partition aus P;(n) in eine aus P,(n) iiber und umgekehrt.
Die Operation A ist ihre eigene Umkehrung.

Wir untersuchen nun diejenigen Partitionen, fiir die die Operation A nicht durchfiihrbar ist: es sind
dies die Fille, in denen Basis und Schrige sich schneiden, und wenn gilt, dafl entweder

r X
T

8 8 8 8
8 8 8 8
8 8 8 8
8 8 8 8

8 8 8

(die obere Zeile hat 2k — 1 Eintréige, und es gilt b = s = k), oder

r T
T

8 8 8
8 8 8
8 8 8
8 8 8

(In diesem Fall hat die erste Zeile 2k Eintrige, die Basis b=k + 1, und es gilt b — 1 = s = k.)

Im ersten Fall ist n = k+(k+1)+...+(2k—1) = ?’kQTfk und im zweiten Falln = (k+1)+...42k = WTH“
Wir bezeichnen diese Ausnahmepartitionen mit Pey(n).

Zusammenfassend konnen wir sagen:
Ist n nicht von der Form WT_I“ oder
ist ¢, = Py(n) — Py(n) = 0.

Ist n von der Form %QT_]“ oder %QT““, so definiert A eine Bijektion von Py(n) — {Pez(n)} auf Py(n),
falls k gerade, und eine Bijektion von Py(n) auf P,(n) — {Pez(n)}, falls k ungerade ist.

WTH“, so definiert A eine Bijektion von Py(n) auf P,(n). Daher
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Also ist ¢, = Py(n) — P,(n) = (=1)*, falls n = ?”“2%
Daraus folgt die Behauptung.

Aus den Sétzen 3.1.7 und 3.1.10 folgt nun

<1 + i(—l)k <x(3k2*k)/2 + :c(3k2+k)/2>> (ip(n)x”> =1
k=1 n=0

Durch Ausmultiplizieren ergibt sich sofort folgende Rekursion fiir die Partitionenfunktion:

Satz 3.1.11. Es gilt:

p(n) = pn—1)+pn—2)—pn->5)—ph-"7)=*...
2 _ 2
—I—(—l)k1p<n—3k k>+(—1)k1p<n—3k +k>+...,

2 2

wobei nur dber die Argumente > 0 zu summieren und p(0) =1 zu setzen ist.

Satz 3.1.11 ist ein Mittel, p(n) auch fiir groBere n einigermafien schnell zu berechnen.

Beispiel 3.1.12. Man berechne p(12).

Losung;:
Es ist
p(0) = 1
p(l) =1
p(2) = p(1)+p(0)=2
p3) = p2)+p(1)=3
p(4) = pB3)+p(2)=5
p(5) = p4)+pB3)—p0)=7
p(6) = p(5)+p4)—-p1) =11
p(7) = p(6) +p(5) —p(2) —p(0) =15
p@®) = p(7) +p(6) —p(3) —p(1) = 22
p(9) = p(8)+p(7) —p(4) —p(2) =30
p(10) = p(9) +p(8) —p(5) — p(3) = 42
p(11) = p(10) +p(9) — p(6) — p(4) = 56
p(12) = p(11) +p(10) — p(7) — p(5) +p(0) = 77
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Kapitel 4

Ramseytheorie

4.1 Der Satz von Ramsey

Das einfachste und bekannteste Beispiel der Ramseytheorie kann wie folgt eingekleidet werden:
Auf einer Party treffen zufillig sechs Personen zusammen. Dann gibt es unter ihnen stets eine Gruppe
von drei Personen, die sich alle gegenseitig kennen oder gegenseitig nicht kennen.

Wir haben also eine Menge S (bestehend aus sechs Personen) gegeben. Wir betrachten die Menge T'
der zweielementigen Teilmengen von S (Paare von Personen) und teilen sie in zwei Klassen (Paare
von einander bekannten Personen und Paare einander unbekannter Personen).

Es wird behauptet, daf, wenn S grof§ genug ist (also aus sechs Personen besteht, es diirfen natiirlich
auch mehr sein), eine Teilmenge von drei Elementen existiert, deren Paare entweder alle zur ersten
Klasse oder alle zur zweiten Klasse gehoren. Man kann nun auch andererseits fragen: Existiert die
beschriebene Teilmenge schon, wenn S nur fiinf Personen umfafit? Die Antwort ist nein, wie wir gleich
sehen werden.

Die beiden Ergebnisse, die Existenz der dreielementigen Teilmengen fiir |S| > 6 und die Nichtexistenz
fiir mindestens ein S mit |S| = 5 driickt man folgendermafen aus: R(3,3,2) = 6.

Dabei heifit R(3,3,2) Ramseyzahl.

Wir geben nun die allgemeine Definition:

Im allgemeinen Fall kénnen 7- elementige Teilmengen (mit r > 2) statt Paaren, also zweielementigen
Teilmengen, betrachtet werden, die dann in zwei Klassen eingeteilt werden.

Definition 4.1.1.
(a) Esseir € Nund S eine Menge mit |S| > r. Die Menge aller r- elementigen Teilmengen von S wer-

de in zwei Klassen o und 3 geteilt. Eine Teilmenge S, C S mit |S,| > 7 heiit monochromatisch
(von der Farbe «), falls alle - elementigen Teilmengen von S, zur Klasse o gehéren.

(b) Es sei p,q,7 € Nsowie p>r, ¢>rund r > 1.
Unter der Ramseyzahl R(p, ¢, r) versteht man die natiirliche Zahl mit der folgenden Eigenschaft:

(i) Essei N > R(p,q,r) und S eine Menge mit |S| = N.
Die Menge aller r- elementigen Teilmengen von S werde in zwei Klassen o und § geteilt.
Dann gibt es eine monochromatische Teilmenge S, von der Farbe a mit |S,| = p oder eine
monochromatische Teilmenge Sz von der Farbe 8 mit |Sg| = g¢.
Man sagt: S hat die Ramseyeigenschaft.
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(ii) Essei N < R(p,q,r). Dann gibt es eien Menge S mit |S| = N und eine Einteilung der Menge
der 7- elementigen Teilmengen von S in Klassen a und (3, so dafl es weder eine monochro-
matische p- elementige Teilmenge von S von der Farbe «, noch eine monochromatische ¢-
elementige Teilmenge von der Farbe § gibt.

Der Satz von Ramsey besagt, daB R(p,q,r) stets existiert. Bevor wir ihn formulieren und beweisen,
kehren wir zum Eingangsbeispiel zuriick:
Satz 4.1.2. Es ist R(3,3,2) = 6.

Uberlegungen iiber Ramseyzahlen werden besonders anschaulich, wenn die Begriffe der Graphentheorie
verwendet werden.

Definition 4.1.3. Ein Graph G ist ein Tripel (E, K, I) bestehend aus zwei Mengen E (Ecken), K
(Kanten) und einer Relation I C F x K (Inzidenz). Jede Kante k € K ist zu genau zwei Ecken e € E
inzident. Der Graph G heifit vollstdndig, wenn je zwei verschiedene Ecken von G zu genau einer Kante
inzident sind.

Beweis. (Beweis von Satz 4.1.2)

(i) Es sei S eine Menge mit |S| = 6. Die zweielementigen Teilmengen von S seien in zwei Klassen

« und [ geteilt. Wir betrachten S als die Eckenmenge eines vollstdndigen Graphen G mit sechs
Ecken. Die Kante PQ werde rot gefirbst, falls {P,Q} € « ist, andernfalls blau.
Von jeder Ecke gehen fiinf Kanten aus. Zu mindestens einer der Farben rot oder blau muf es
eine Ecke geben, von der mindestens drei Kanten derselben Farbe ausgehen. O.B.d.A nehmen
wir an, dafl von A drei rote Kanten ausgehen. Die von A verschiedenen Endpunkte seien By, Bo
und Bs. Ist mindestens eine der Kanten zwischen einem der drei Paare (B, B2), (B, B3) oder
(B2, B3) rot, 0.B.d.A. zwischen B; und Ba, so ist {A, By, Ba} ein rotes Dreieck. Sind alle diese
Kanten blau, so ist {Bj, Be, B3} ein blaues Dreieck.

(ii) Essei S =1{1,2,3,4,5} und o = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}} und
B = {{1,3},{3,5},{5,2},{2,4},{4,1}}. Damit enthilt S keine monochromatische Teilmenge

mit drei Elementen.

O

Satz 4.1.4. (Satz von Ramsey)
Es seien p, q,r natirliche Zahlen mit r > 1, p > r und q > r. Dann ezistiert die Ramseyzahl R(p, q,r).

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach 7:

r=1:

Wir zeigen, da8 R(p,q,1) =p+ ¢ — 1 gilt.

Es sei S eine Menge mit p + ¢ — 2 Elementen, von denen p — 1 zur Klasse a und ¢ — 1 zur Klasse 8
gehoren. Dann hat S offenbar nicht die Ramseyeigenschaft.

Ist S eine Menge mit N > p 4+ g — 1 Elementen, die in zwei Klassen o und § eingeteilt sind, so
muf} die Klasse @ mindestens p oder die Klasse 8 mindestens ¢ Elemente enthalten, d.h. S hat die
Ramseyeigenschaft. Also ist R(p,q,1) =p+q— 1.

r—=r+1:
Es sei p = r und |S| > ¢. Gibt es eine Teilmenge S, C S mit |S,| = r, die zur Klasse « gehort, so hat
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S die Ramseyeigenschaft.

Andernfalls enthélt eine beliebige Teilmenge Sg C S mit |S3| = ¢ nur r- elementige Teilmengen der
Klasse 3, und S hat wiederum die Ramseyeigenschaft. Also gilt R(r,q,r) = q.

Analog zeigt man R(p,r,r) = p.

Es sei nun die Existenz der Ramseyzahlen p; = R(p — 1,¢,7) und ¢1 = R(p,q — 1,r) schon bewiesen.
Es sei S eine Menge mit |[S| = N > R(p1,q1,7 — 1) + 1, und die Teilmengen 7' C S mit |T| = r seien
in zwei Klassen a und 3 eingeteilt.

Es sei ag ein beliebiges Element von S und S’ = S — {ap}. Eine Teilmenge 7" C S’ mit || =r — 1
heifle von der Klasse o/, falls T" U {ag} der Klasse o angehort, andernfalls von der Klasse 5'. Wegen
|S’| > R(p1,q1,r — 1) trifft mindestens einer der folgenden Fille zu:

Fall 1:

Es gibt eine Teilmenge S,y C S’ mit |Sy/| = p1, so daBl alle T C S, mit |T] = r — 1 zur Klasse o/
gehoren.

Fall 2:

Es gibt eine Teilmenge Sz C S’ mit |Sg/| = ¢1, so daB alle T C Sg mit |T'| = r—1 zur Klasse 3’ gehoren.

Es treffe Fall 1 zu:

Wegen p; = R(p — 1, ¢, r) trifft mindestens einer der Unterfille a) oder b) zu:
Unterfall a):

Es gibt S1 C Sy mit |S1| =p — 1, so daB alle T C S; mit |T| = r zu « gehoren.

Unterfall b):
Es gibt Sy C Sy mit |Sa| = g, so dafl alle T C Sy mit |T| = r zu [ gehoren.

Trifft Unterfall a) zu, so gehoren alle ' C S; U {ap} mit |T'| = r zu a, und S besitzt die Ramseyeigen-
schaft.
Im Unterfall b) besitzt S offensichtlich die Ramseyeigenschaft.

Fall 2 wird analog behandelt. O

Definition 4.1.5. Es sei e € E die Ecke eines Graphen (E, K, I). Unter dem Grad von e (Schreibweise:
grad e) versteht man die Anzahl der Kanten, zu denen e inzident ist.

Lemma 4.1.6. FEs sei G = (E, K, I) ein Graph. Die Summe der Grade aller Ecken von G ist zweimal
die Anzahl der Kanten von G, also insbesondere gerade.
Die Anzahl der Ecken mit einem ungeraden Grad ist gerade.

Beweis. Es ist

Sgrade=Y Y 1= Y 1=2k|

eck e€EE keK keK ecE
(e,k)el (e;k)el

da jede Kante zu zwei Ecken inzident ist.

Esist F = F1UFEy; mit By ={e € E: grad e ist gerade} und Es = {e € E': grad e ist ungerade}
und damit 2|K| =Y p grad e+ Y., grad e.

Da ) . g, grad e gerade ist, ist auch Y ec £, grad e gerade. Da aber grad e fiir e € E ungerade ist,
muf} |Ey| gerade sein. O

Satz 4.1.7. Firp > 2 und q > 2 ist

R(p,q,2) < R(p,q—1,2)+ R(p—1,q,2).
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Sind R(p,q — 1,2) und R(p — 1,q,2) beide gerade, gilt sogar

R(p7Qa2) S R(p7q - 1a2) +R(p_ 17Qa2) - L

Beweis. Es sei G ein vollstandiger Graph mit N = R(p,q—1,2) + R(p—1, ¢, 2) Ecken, dessen Kanten
alle rot oder gelb gefirbt seien. Es sei e € E eine beliebige aber fest gewihlte Ecke von G. Es sei C die
Menge aller Ecken von G, die mit e durch rote Kanten verbunden sind und D die Menge der restlichen
Ecken von G, die mit e durch gelbe Kanten verbunden sind. Es ist

C]
D

R(p—1,q,2) oder

>

Wir betrachten den zweiten Fall, fiir den ersten Fall sind die Uberlegungen analog.

Es sei Gp der vollstdndige Graph, der aus den Ecken von D gebildet ist. Nach der Definition der
Ramseyzahl enthélt D eine Teilmenge S, mit |S,| = p mit roten Kanten oder eine Teilmenge Sz mit
|Sg| = ¢ —1 mit gelben Kanten. Im ersten Fall ist S, eine monochromatische Teilmenge von der Farbe
rot mit |S,| = p. Im zweiten Fall ist Sg U {e} eine monochromatische Teilmenge von der Farbe gelb
mit Sg| < gq.

Damit ist der erste Teil beweisen.

Es seien nun R(p,q — 1,2) und R(p — 1, q,2) beide gerade. Wir betrachten dann einen vollstindigen
Graphen U mit M := R(p,q—1,2) + R(p — 1,q,2) — 1 Ecken. Die Kanten von U seien alle rot oder
gelb gefirbt. M ist ungerade. Wir wenden Lemma 4.1.6 auf den Teilgraphen von U an, der aus allen
Ecken von U, aber nur aus den roten Kanten von U besteht. Nach Lemma 4.1.6 ist die Anzahl der
Ecken von U, von denen eine ungerade Anzahl von roten Kanten ausgeht, gerade. Da die Gesamtzahl
M der Ecken ungerade ist, gibt es eine Ecke e von U, von der eine gerade Anzahl von roten Kanten
ausgeht. Wieder sei C die Menge der Ecken von U, die mit e durch rote Kanten verbunden sind, und
D sei die Menge von Ecken von U, die mit e durch gelbe Kanten verbunden sind. Es ist

|C| > R(p - 17 q, 2) oder
Da C gerade ist, folgt
IC| > R(p—1,q,2).
Der Beweis wird dann beendet wie im ersten Teil. OJ
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Kapitel 5

Block- Designs und Orthogonale
lateinische Quadrate

5.1 Block- Designs

Definition 5.1.1. Ein balanciertes unvollstindiges Block- Design (BIBD) mit Parametern (v, b, r, k, \),
also kurz: ein Design D(v,b,r, k, A), ist ein Paar (D, B), wobei D eine Menge von v Objekten und B
eine Menge von b Teilmengen von D ist, die Blocke genannt wird, so daf3 jeder Block genau k verschie-
dene Objekte enthilt, jedes Objekt in genau r verschiedenen Blécken vorkommt und jedes Paar von
verschiedenen Objekten {a;,a;} zusammen in genau A Blocken vorkommt.

Beispiel 5.1.2. Es sei D ={1,2,...,7} und B = {Bjy,..., B} mit den Blocken
By = {3,5,6,7}, By={1,4,6,7}, Bs=1{1,2,5,7}, Bs={1,2,3,6},
Bs = {2,3,4,7}, Bs=1{1,3,4,5}, Br=1{2,4,5,6}.

Wie man nachpriifen kann, tritt jedes Objekt in genau vier Blocken auf und jedes Paar von Objekten
in genau zwei Blocken. Also ist (D, B) ein Design D(7,7,4,4,2).

Satz 5.1.3. Fir ein Design D(v,b,r, k,\) gilt:
b-k = v-r und
r-(k—1) = X-(v—1).

Beweis. Wir zéhlen die Menge My = {(P,B) : P € D,B € B, P € B} auf zwei Arten ab. Da jeder
Block k Punkte enthilt, ist [M;| =b- k. Da jeder Punkt in r Blocken vorkommt, ist |[M| =v - .

Nun wird die Menge My = {(P;, P,,B): P, # P, € D,B € B, P, P, € B} auf zwei Arten abgezihlt.
Zu jedem P; € D gibt es r Blocke mit P; € B. Diese enthalten zusammen r - (k — 1) Punkte P; # Ps.
Also ist [Ma| = v -7 - (k —1). Da andererseits jedes von den v - (v — 1) Paaren (P, P») jeweils in A
Blocken enthalten ist, gilt: [Mo| =X-v- (v —1). O

5.2 Affine und projektive Ebenen

Der allgemeine Begriff der (endlichen oder unendlichen) affinen Ebene stellt eine Verallgemeinerung
der in der Linearen Algebra betrachteten Ebenen

K?={Z=(z,y): z,y,€ K},
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wobei K ein Koérper ist, dar.
Die Elemente ¥ = (z,y) von K? heien Punkte der affinen Ebene, Teilmengen g der Form

g:{fo+t'g, tEK}

mit 7 # 0 heiBen Geraden.
Die affine Ebene K? ist endlich bzw. unendlich, wenn der Kérper K endlich bzw. unendlich ist.

Wihrend in der Analysis die unendlichen affinen Ebenen iiber den Korpern R oder C die Hauptrolle
spielen, tun dies in der Kombinatorik die endlichen affinen Ebenen iiber endlichen Korpern.

Mit Methoden der Linearen Algebra beweist man leicht folgende Tatsachen iiber die affine Ebene
E = K2

o Al:
Zu je zwei verschiedenen Punkten Pj, P, von E gibt es genau eine Gerade g, so dafl Py, P> € g.

o A2:
Ist g1 eine Gerade, P ein Punkt mit P & g1, so gibt es genau eine Gerade go mit P € g und
g2 N g1 = 0, die Parallele zu g; durch P.

o A3:
Zwei Geraden schneiden sich stets in keinem oder in einem Punkt.

o A4:
E enthélt vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.

Eine affine Ebene kann nun auch definiert werden, ohne einen Korper zugrunde zu legen:

Definition 5.2.1. Eine affine Ebene ist ein Paar (E, G) bestehend aus einer Menge E, deren Elemen-
te Punkte genannt werden, und einer Menge G von Teilmengen von E, Geraden genannt, so dafl die
Axiome A1-A4 erfiillt sind.

Aus jeder affinen Ebene (E, G) kann nun eine Struktur mit einer einfacheren Axiomatik, eine projektive Ebene,

konstruiert werden. Man sieht leicht, daB die Parallelitéit eine Aquivalenzrelation auf der Menge G und
somit eine Partition von G in Aquivalenzklassen, Parallelscharen genannt, ergibt.

Es sei eine affine Ebene (E, G) gegeben. Wir vergréfiern E, die Menge der Punkte, durch Hinzunahme
der Menge U der Parallelscharen, uneendlich ferne Punkte genannt. Ein unendlich ferner Punkt @
liegt genau dann auf einer Geraden g, wenn g € ), d.h. wenn g der Parallelenschar ) angehort.

Zu den Geraden von G fiigen wir die unendlich ferne Gerade U, die Menge aller unendlich fernen
Punkte hinzu.

Das Paar (P,G') mit P =E UU und G' = G U {UU} erfiillt dann folgendes System von Axiomen:

e P1:
Zu je zwei verschiedenen Punkten P, P von PP gibt es genau eine Gerade g € G', so dafl
P, Peg.

e P2:
Zwei verschiedene Geraden schneiden sich stets in genau einem Punkt.

e P3.
P enthélt vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.
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Definition 5.2.2. Eine projektive Ebene ist ein Paar (P, G') bestehend aus einer Menge P, deren Ele-
mente Punkte genannt werden, und einer Menge G’ von Teilmengen von P, Geraden genannt, so daf} die
Axiome P1-P3 erfiillt sind. ist (E,G) = (K2, G) eine affine Ebene iiber einem Kérper K, so konnen die
Punkte der durch Erweiterung von E entstehenden projektiven Ebene P durch homogene Koordinaten
beschrieben werden.

Wir identifizieren dazu mittels der Abbildung ® : E = K2 — K3 die Punkte von E mit Geraden in
K3 durch den Ursprung (0,0,0). Die Abbildung ® ist wie folgt definiert:

Ist P = (x,y), so ist ®(P) die Gerade durch den Ursprung (0,0,0) und den Punkt (z,y,1). Dieser
Punkt gehort der Ebene E* = {(z,y,1) : x,y € K} an, die zur xy- Ebene parallel ist.

Das Paar (®(E), ®(G)) ist dann eine affine Ebene, die zu E “isomorph“ ist.

Wie man leicht sieht, sind die Geraden in ®(G) die Mengen, die aus den Geraden von festen Ebenen
durch (0,0, 0) bestehen.

Es vermittelt ® also Abbildungen zwischen folgenden Objekten:

P Punktvon E = K2 =4 ®(P) (Punkt von ®(E): Gerade durch (0,0,0))

g GeradevonE = K2 =4  ®(g) (Gerade von ®(E): Menge von Geraden in einer Ebene durch (0, 0, 0))

Wir ergénzen ®(E) durch Hinzunahme der unendlich fernen Punkte und der

unendlich fernen Geraden U. Wir definieren als unendlich ferne Punkte die Geraden des K3 durch
(0,0,0), welche die Ebene E* nicht schneiden. Dies sind die Geraden, die in der zy- Ebene verlaufen,
also die Geraden von der Form g = {(uz, uy,0)| u € K}. Wir figen ferner die Menge U als neue Gerade,
die unendlich ferne Gerade hinzu. Dann erfiillt das Paar (P, G’) mit P = ®(E)UU und G’ = ®(G)u{U/}
die Axiome einer projektiven Ebene.

Die homogenen Koordinaten eines Punktes P von P ist die Menge aller von (0,0,0) verschiedenen
Punkte des K3, die auf der Geraden P liegen. Es ist also die Menge {(uz,uy,u)| u € K — {0}}. Die
homogenen Koordinaten sind somit nur bis auf den Proportionalitatsfaktor v # 0 bestimmt.

Satz 5.2.3. Ist K ein endlicher Kérper von q Elementen, so besteht die projektive Ebene (P, G) tiber
K aus ¢*> + q+ 1 Punkten. Es gibt ¢> + q+ 1 Geraden, von denen jede (q+ 1) Punkte enthdlt. Durch
jeden Punkt gehen (q + 1) Geraden. So ist (P,G) mit den Punkten als Objekten und den Geraden als
Bliocken ein Design D(¢*> +q+1,¢> +q+1,¢+1,¢+1,1).

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir zunéchst den Fall einer allgemeinen endlichen projek-
tiven Ebene, der kein Korper zugrunde liegen braucht.

Satz 5.2.4. Es sei (P,G) eine endliche projektive Ebene. Dann gibt es eine natiirliche Zahln > 2, die
Ordnung von P genannt, so daf folgendes gilt: (P, G) hat n® +n+ 1 Punkte und n®> +n+ 1 Geraden.
Jede Gerade enthdlt (n + 1) Punkte; durch jeden Punkt gehen (n+ 1) Geraden. So ist (P,G) mit den
Punkten als Objekten und den Geraden als Blocken ein Design D(n®>+n+1,n2+n+1,n+1,n+1,1).

Beweis. Nach P3 gibt es vier Punkte Py, Py, @1, Q2 in (P, G), von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Es sei g1 die Gerade durch P; und Q1, go die Gerade durch P> und ()2 und r die Anzahl der
Geraden durch P,. Jede dieser Geraden schneidet g; in genau einem Punkt. Umgekehrt gibt es zu
jedem Punkt @ von g7 genau eine Gerade durch Ps, die g1 in @ schneidet. Damit liegen  Punkte auf
g1. Dies gilt auch fiir jede andere Gerade, die nicht durch P, geht. Da in unseren Uberlegungen P,
durch Qs ersetzt werden kann, enthilt auch jede Gerade, die nicht durch Q2 geht, genau r Punkte. Also
haben alle Geraden, aufler moglicherweise go, genau r Punkte. Wir kénnen in unseren Uberlegungen
das Tripel (g2, P2, Q2) durch das Tripel (g1, P1, Q1) ersetzen und erhalten, dafl alle Geraden, aufler
moglicherweise g;, dieselbe Anzahl an Punkten enthalten. Da es aber mindestens sechs Geraden gibt-
die Verbindungsgeraden der Punkte Py, P>, @1, Q2- enthalten alle Geraden r Punkte.

Wir haben anfangs gezeigt, daf§ die Anzahl der Geraden durch P, gleich der Anzahl der Punkte auf
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g1 ist. Da in dieser Uberlegung das Paar (Py,g;) durch ein beliebiges Paar (P, g) mit P ¢ g ersetzt
werden kann, gehen durch jeden Punkt r Geraden.

Wir setzen n =r + 1.

Es sei P € P beliebig. Jeder Punkt von P — {P} liegt auf genau einer der (n + 1) Geraden durch P.
Jede dieser Geraden enthilt genau n Punkte # P. Damit enthilt P insgesamt n? + n + 1 Punkte.
Indem man in jeder der vorausgehenden Uberlegungen die Begriffe "Punkt” und ” Gerade” vertauscht
(Dualitéitsprinzip) erhélt man, dal P auch n? + n + 1 Geraden enthilt. O

Beweis. (Beweis von Satz 5.2.3:)
Der K3 —{(0,0,0)} enthilt ¢* — 1 Elemente. Je (g — 1) dieser Elemente gehoren zu derselben Geraden
1

durch den Ursprung, also zum selben Punkt der projektiven Ebene. Damit enthélt P somit q;%l =

¢%> + ¢ + 1 Punkte. Der Rest der Behauptung folgt aus Satz 5.2.4. O

Beispiel 5.2.5. Es sei K = {0,1} der Kérper mit zwei Elementen. Dann liegt auf jeder Geraden
durch (0,0,0) genau ein Element aus K3 — {(0,0,0)}.
Daher ist

P= {{(0,0,1)},{(0,1,0)},{(0, 1, 1)}, {(1,0,0)},{(1,0, 1)}, {(1,1,0)}, {(1, 1, 1)}}
.= {P1, P, Ps, Py, P5, Ps, Pr}.

Liegen zwei Punkte auf einer Geraden, so liegt auch jeder der durch eine beliebige Linearkombination
der homogenen Koordinaten dieser zwei Punkte dargestellte Punkt darauf. P hat damit folgende
Geraden:

g1 = {P1, P, P3}, go={P1, Py, P}, g3 ={P1,Fs, Pr}
gs = {P, Py, Ps}, g5 ={P, P5,Pr}, g6 = {P3, Ps, P}
g1 = {Ps3, Py, Pr}

Beispiel 5.2.6. Wir haben K = {0,1, —1} mit den Verkniipfungstafeln

+]0 1 -1 - :
0o 1 1 und 1 1 -1
11 -1 a1
1]-1 0 1 Bl

Wir listen zunéchst die homogenen Koordinaten der dreizehn Punkte auf:

P {(0,0, 1) (0,0,-1)}, P :{(0,1,0),(0,~1,0)}, P3:{(0,1,1),(0,~1,—1)}

Py : {(0,-1,1),(0,1,-1)}, P5:{(1,0,0),(—1,0 O)} Ps:{(1,0,1),(-1,0,-1)}

Py {(1,0,-1),(=1,0,1)}, Ps:{(1,1,0),(-1,-1,0)}, F:{(1,-1,0),(-1,1,0)}

P o {(1,1,1),(-1,-L,-1)}, Pu: {(1,1,—1),(—1,—1,1)}, Pp:{(1,-1,1),(-1,1,-1)}
Pz {(1,-1,-1), (-1, 1, 1)}

Die Geraden sind gegeben durch:

g1 = {P1, P, P, P}, go={P1, Ps5, Ps, Pr}, g3 = {P1, P, Pro, P11}

g1 = {P1, Py, P12, P13}, g5 = {P», P5, Ps, Po}, g6 = { P2, Ps, Pro, P12}
gr = {P, P, Pi1, Pi3}, gs = {Ps, Ps, Pro, P13}, 9o = {3, Ps, Py, P11}
g0 = P, Pr, P, P2}, g = {Ps, P5, P11, P12}, g12 = { P4, Ps, F3, P13}
913 = {Py, Pr, Py, Pio}.
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Beispiel 5.2.7. (Projektive Ebene der Ordnung 4):

Diese wird mittels des Korpers K = [Fy konstruiert. Es ist Fy = {0,1,¢,¢+4 1}. Die Rechenoperationen
in F4 ergeben sich aus den beiden Grundregeln 1 +1 = 0 und t?> = ¢ -t = t 4 1. Daraus ergibt sich
(mittels Assoziativ- und Distributivgesetz) folgende Additions- und Multiplikationstafeln:

+ 1 t t+1 : ; 1
1 0 t+1 t

und t t+1 t
t t+1 0 1 fe1 1 ;
t+1 t 1 0

Dabei ist 0 das neutrale Element der Addition und 1 das der Multiplikation, und es gilt 0-a = a-0 =10
fiir alle a € Fy.

Wir geben nun die homogenen Koordinaten der 21 Punkte von P(F,) an:

P o: {(0,0,1),(0,0,),(0,0,¢ + 1)}, Po:{(0,1,0),(0,¢0), (0, + 1,0)}
Py o: {(0,1,1),(0,6,8), (0, + 1,6+ 1)}, Py:{(0,1,8),(0,¢,¢+1),(0,£ +1,1)}
Ps o {(0,1,641),(0,6,1), (0.t +1,8)}, Ps:{(1,0,0),(£0,0), (t +1,0,0)}
Pro: {(1L,0,1), (£0,8), (t+ 1,0, + 1)}, Ps:{(1,0,¢), (£,0,¢+ 1), (t +1,0,1)}
Py o {(1,0,t+1),(t,0,1),(t+1,0,)}, Pio:{(1,1,0),(t,t0),(t+1,¢t+1,0)}
P i {(L1L1), (660, 4+ 1,6+ 1,64 1)), P {(L1,6), (60 +1), (E+1,6+1,1)}
P i {(L1E+1),(61), (+1,6+1,8), P {(1,£,0),(t£+1,0), (£ +1,1,0)}
Pis ¢ {(L61),(E+ 1,0, (+1, 1,64 1)), Puo: {(Lt,6), (Lt +1,0+1), (E+1,1,1)}
P s {(LGE+1), (6t +1,1), (E+1L,1L,0Y,  Pis: {(1,¢+1,0),(#1,0), (¢ + 1,¢,0)}
Py {(L,t+1,1), (¢, 1,¢), (t+ 1,t,t + 1)}, Poo: {(L,t+1,8),(¢,1,t+1),(t+1,¢1)}
Py {(L,t+1,t+1),(¢t,1,1),(t + 1,¢,¢)}
und die ersten 14 der 21 Geraden:

g1 = {P1, P, P, Py, Ps}, go={P1, Ps, Pr, Pg, Py}

g3 = {P1, P, Pi1, P12, P13}, g1 = {P1, Pua, P15, Pig, P17}

g5 = {P1,Pis, Pig, Poo, Pa1}, g6 = { P2, Ps, Pio, P11, P1s}

gr = {2, P, Py, Pis, Po}, gs = {2, I%, P12, Pig, Pao}

go = A{P, Py, P13, P17, Pa1}, g10 = {P3, Ps, P11, Pis, P1}

gi1 = {Ps, Pr, P, P17, P}, g12 = {Ps, P, P13, P1a, Pio}

g13 = {P3, Py, P12, P15, Pis}, g14 = { Py, Ps, P12, P17, Pro}
Die Bestimmung der restlichen sieben Geraden ist Ubungsaufgabe.

5.3 Projektive Ebenen und Orthogonale Lateinische Quadrate

Definition 5.3.1. Es seien

A= (aij)i<i<m und B = (bij)i<i<m
1<5<n 1<j<n
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zwei Matrizen gleichen Typs.
Unter dem Hadamard- Produkt von A und B verstehen wir die Matrix

C 22((ag,bm))1§i§nr
1<j<n

Bemerkung 5.3.2. Der Begriff der Orthogonalitit zweier lateinischer Quadrate A = (a;;)1<i<m und

1<j<n
B = (bij)1<i<m der Ordnung n 148t sich somit wie folgt formulieren: Das Hadamard- Produkt von A
1<j<n
und B enthilt jedes der Paare (1,1),...,(n,n) genau einmal.

Definition 5.3.3. Fiir n € N und n > 2 sei N(n) die maximale Anzahl von paarweise orthogonalen
lateinischen Quadraten (OLQ) der Ordnung n.

Satz 5.3.4. Es ist
N(n)<n-—1.

Beweis. Es sei M eine Menge von [ OLQ

AW = (agjl'))1<i<m7 o AD = (al('?)1<z'<m
1<j<n 1<j<n
der Ordnung n.
Die Anderung der Namen der Elemente in einem einzelnen Quadrat A®*) &ndert nichts an der Or-
thogonalitéit. Somit kénnen wir annehmen, daf die Zeilen in allen A®*) die Form (1,2,...,n) haben.

Im Hadamard- Produkt zweier A®*) kommen daher die Paare (1,1),...,(n,n) alle genau einmal in

der ersten Zeile vor. Die Elemente .Ag? miissen somit alle untereinander verschieden und auch von 1
verschieden sein. Daher ist [ <n — 1. ]

Es stellt sich die Frage, fiir welche n die maximale Anzahl N(n) = n—1 von OLQ tatsichlich erreicht
wird. Der néchste Satz zeigt, daf dies dquivalent zur Existenz einer projektiven Ebene der Ordnung
n ist.

Satz 5.3.5. Es sein > 2. Es gilt genau dann N(n) =n — 1, wenn eine projektive Ebene der Ordnung
n existiert.

Beweis. Wir nehmen die Existenz einer projektiven Ebene der Ordnung n an und konstruieren hieraus
eine Menge von n — 1 OLQ. Diese Konstruktion kann auch ”umgekehrt” werden, womit sich beide
Existenzaussagen als dquivalent erweisen.

Es sei (P, G) eine projektive Ebene der Ordnung n und L eine beliebige Gerade von P. Nach Satz 5.2.4
enthédlt L genau n + 1 Punkte, die wir als U, V, W1,...W,,_1 benennen. Durch jeden dieser Punkte
gehen nach Satz 5.2.4 aufler L noch n weitere Geraden. Die (jeweils von L verschiedenen) Geraden

ducrh U seien uy,...,u,, die durch V' seien vy,...,v, und die durch Wj (1 < k < n — 1) seien
Wk 1y, Wk n-

Das k- te lateinische Quadrat A®) = (ag?)) wird nun folgendermaflen konstruiert: Es gibt genau eine
Gerade wy,; von den Geraden wy, 1, . . ., wg,, durch Wy, die durch den Schnittpunkt von u; und v; geht.

Wir setzen dann: .Ag-g) =1.
Die paarweise Orthogonalitiit der so konstruieren A*) folgt leicht aus den Eigenschaften von (P,G).
O
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Bemerkung 5.3.6. Es ist bekannt, dafl genau dann ein endlicher Kérper der Ordnung n existiert,

wenn n = p® eine Primzahlpotenz ist. Nach Abschnitt 5.2 existiert dann auch eine projektive Ebene

der Ordnung n. Somit gilt fiir alle Primzahlpotenzen n = p“:

N(n)=n-—1. (%)

Es ist bis heute unbekannt, ob es noch andere Werte von n gibt, fiir die N(n) = n—1 ist. Ein Spezialfall
des Satzes von Bruck, Chowla und Ryser besagt, da N(n) < n — 1, wenn n = 1 mod 4 oder n = 2
mod 4 und n nicht die Summe von zwei Quadratzahlen ist. Daraus folgt unter anderem

N(6) < 5, N(14) < 13, N(21) < 20, N(22) < 21.

Lam konnte 1991 erst N(10) < 9 zeigen. Der kleinste ungekldrte Fall ist n = 12. Es ist bekannt, da8
5 < N(12) <11.
Weitere Ergebnisse iiber N(n) sind:

e N(n)>2firn #2,6.

e N(n)— oo fiir n — oo
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